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Avant-propos 



La quatrieme edition de ce formulaire rassemble les principaux resultats des 
cours de mathematiques, de physique et de chimie etablis tout au long des 
deux annees de classes preparatories dans la filiere MP. Cette nouvelle edi- 
tion, s'ameliore encore un peu avec l'apparition de la couleur. Ce formulaire 
s'averera fort utile aussi bien pendant votre « prepa » que lorsque la periode 
fatidique des concours approchera. 

II a ete scinde en trois parties : les parties relatives aux mathematiques, a 
la physique et a la chimie, chacune d'entre elles rassemblant les principaux 
resultats etablis en cours pour chacune des filieres auxquelles s'adresse cet 
ouvrage. A la fin de l'ouvrage, figurent en annexes les donnees qui ne sont 
pas necessairement a connaitre, mais qui sont neanmoins fort utiles au quo- 
tidien. 

Un effort tout particulier a ete fait pour rendre ces formules les plus « li- 
sibles » possible en detaillant la signification de chaque symbole et en pre- 
cisant bien a chaque fois les conditions d'application de ces formules. Sou- 
lignons tout de meme que l'apprentissage de ces formules ne se substitue 
pas a l'apprentissage du cours... 

Merci a tous ceux qui ont accepte de collaborer a cet ouvrage et en particu- 
lier a Pascal OLIVE et Jean-Marie Monier pour leur consciencieuse relec- 
ture respective des parties physique et mathematiques, a Bruno COURTET 
pour avoir parfaitement assure le suivi de ce nouveau venu dans la collec- 
tion « J'integre ». 

Lionel PORC HERON 
lionel.porcheron@.free.fr 
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Chapitre 




Mathematiques 



1. Algebre 

1. 1 Relations 



Proprietes d’une relation binaire 



Soit 1Z une relation binaire dans E ; elle est dite : 
reflexive si et seulement si Vx 6 E, xlZx 



symetrique si et seulement si V(x, y) 6 E 2 , xlZy 
antisymetrique si et seulement si V(x, y) 6 E 2 , \ 




x = y 



transitive si et seulement si V(x, y, z) 6 E 3 , 



f xT^y 

\yTlz 



xlZz 



Relation d’ordre 



Une relation binaire Tide E est dite relation d'ordre si et seulement si 
1Z est reflexive, antisymetrique et transitive. 



Relation d’equivalence 



Une relation binaire 1Z de E est une relation d'equivalence si et seule- 
ment si 1Z est reflexive, symetrique et transitive. 
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[1] Mathematiques 



Classe d’equivalence 



Soit TZ une relation d'equivalence dans E ; pour x 6 E, on appelle classe 
d'equivalence de x (modulo TZ) l'ensemble defini par : 
d7 eM = {y e E, xTZy} 



Ensemble-quotient 



On appelle ensemble-quotient de E par TZ, et on note E/1Z, l'ensemble 
des classes d'equivalence modulo TZ : 

E/TZ = {cl- ti, x 6 £} 



1.2 Structures algebriques 



Lois de compositions 



On appelle loi interne toute application de E x E — > E. 

Un loi * est dite associative si et seulement si : 

V(x, y, z) € E 3 ,x* (y * z) = (x * y) * z 
Une loi * interne est dite commutative si et seulement si : 

V(x, y) 6 E 2 , x* y = y * x 

On dit que e est un element neutre pour * si et seulement si : 

Vx€ E, x*e = e*x = x 

On appelle symetrique de x 6 E un element de E note x verifiant : 

x * x — x * x = e 

On dit que rHE est stable par * si et seulement si : 

V(x, y) 6 H 2 ,x * y e H 



Groupe 



Un ensemble muni d'une loi interne (G, •) est un groupe si et seule- 
ment si : 

- • est associative ; 

- ■ admet un element neutre : e ; 

- tout element de G admet un symetrique pour la loi • . 

Si la loi • est commutative, on dit que le groupe G est abelien ou com- 
mutatif. 
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- (Z/ n ^, +) est un groupe commutatif. 

- l'application p„ : Z — > (Z/ w ^) , appelee surjection canonique, est 

x i — * x mod n 
un morphisme surjectif de groupes. 



Generateurs du groupe 



Les generateurs du groupe (Z/ M ^, +) sont les k, avec fceZet/cAw = 
1 . 



Groupe monogene - Groupe cyclique 



- Un groupe G est dit monogene si et seulement s'il admet un genera- 
teur, c'est-a-dire si et seulement s'il existe a 6 G tel que G =< a > 

- Un groupe G est dit cyclique si et seulement si G est monogene et 
fini. 



Anneau 



Un ensemble A muni de deux lois internes notees + et ■ est un anneau 
si et seulement si : 

- (A, +) est un groupe commutatif, d'element neutre Oyi ; 

- • est associative et admet un element neutre ; 

- • est distributive par rapport a +, c'est-a-dire : 

V(x, y,z ) 6 A 3 , X • (y + z) = (x ■ y) + (x ■ z ) ; 

i x + y) ■ z = (x- z) + (y ■ z). 

Si ■ est commutative, on dit que l'anneau A est commutatif. 
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Espace vectoriel 



Un ensemble E est dit un K-espace vectoriel, si E est non vide et si 
on dispose de deux lois, une loi interne notee +, et d'une loi externe 
(Kx E —> E) verifiant : 

( E , +) est un groupe abelien 

1. V(A, p) 6 K 2 ,\/x 6 E, (A + p)x = Ax + px 

2. VA 6 K,\/(x, y ) 6 E 2 , A(x + y) = Ax + A y 

3. V(A, p) 6 K 2 ,\/x 6 E, A(px) = (Ap)x 

4. Vx € E, lx = x 



Algebre 



On appelle JC-algebre tout ensemble A muni d'une loi interne notee +, 
d'une loi externe K x A -> 4 et d'une loi interne notee * verifiant : 

1. (A, +, •) est un K-espace vectoriel 

2. * est distributive par rapport a + 

3. VA 6 K, V(x, y) 6 A 2 , A(x * y) = (Ax) * y = x * (Ay) 

Cette algebre est associative si et seulement si * est associative, com- 
mutiative si et seulement si * est commutative, unitaire si et seulement 
si A admet un element neutre pour *. 

1.3 Nombres entiers, nombres rationnels 



Factorielle 


- Definition 


II 


n\ : factorielle n 
Par convention : 0! = 1 


Permutations 


card6(w) = n\ 


n\ : factorielle n, nombre de per- 
mutations d'un ensemble a n ele- 
ments 


Arrangements 


II 

"5T 
l » 


(«, p) € N 2 avec p ^ n 
On note An le nombre d'arrange- 
ments de p elements a partir d'un 
ensemble de n elements (c'est-a- 
dire le nombre de p-uplets com- 
poses d'elements deux a deux dis- 
tincts) 
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Combinaisons 



r v _ « ! 

p'.{n-p)\ 


(n, p) 6 N 2 avec p ^ n 
On appelle combinaison (notee 
C„) toute partie de cardinal p d'un 
ensemble a n elements. 


Combinaisons - Proprietes 


v -n — 


V(«, p) 6 N x N 


pP 1 pP+l 

T V_ W 


V(n, p) 6 N x Z 


Binome de Newton 



n Tl £ N 

(x + y) n = £ C k x k y n ~ k (x, y) 6 A 2 et xy = yx, avec A un 

k = o anneau commutatif 



Divisibility 



Soit (a, b) € Z 2 , on dit que a divise b si et seulement si il existe c e2 
tel que b = ac. 



Division euclidienne 




x < y ==t- (3z 6 Q/x < z < y) V(x, y) e Q 2 
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1.4 Arithmetique dans Z 



Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) 



Soit (x\, ... ,Xn) 6 Z”, une famille d'entiers relatifs non tous nuls ; la fa- 
mille des diviseurs communs a tous les (xj);e[i „] admet un plus grand 
element appele plus grand commun diviseur. 



Plus Petit Commun Multiple (PPCM) 



Soit (x\, ... ,x n ) € N" ; la famille des multiples communs non nuls 
aux (*;)ie[ 1/n ] admet un plus petit element appele plus petit commun 
multiple. 



Nombres premiers entre eux 



Soient (xj, . . . , x n ) € (Z*) n , ces nombres sont premiers entre eux si et 
seulement si ils verifient la propriety : pgcd(%i , . . . ,x n ) = 1. 



Theoreme de Bezout 



Soient {x\, . . . ,x n ) 6 (Z*)”, pour que tous ces entiers soient premiers 
entre eux, il faut et il suffit qu'il existe {u\,...,u n ) 6 Z" tel que 
n 

L mi = i- 

i = 1 



Theoreme de Gauss 




*\3 



flic V(fl,fc,c) 6 (Z*) 



Produit du PGCD par le PPCM 




Nombres premiers 



On dit qu'un entier p 6 N est premier si et seulement si p ^ 2 et s'il 
verifie : 

Vfl € N*, (a\p =>• (a = 1 ou a = p)) 



Decomposition en nombres premiers 



Tout entier n e N \ {0, 1} admet une decomposition unique en un pro- 
duit de nombres premiers a l'ordre pres des facteurs. 
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1.5 Polyndmes et fractions rationnelles 



Support d’une suite - Definition d’un polynome 



Pour toute suite (flji)neN de on apelle support l'ensemble des n 6 
N tels que a n ^ 0. 

On appelle polynome a une indeterminee a coefficients constants 
toute suite de fC N a support fini. 



Polynome a une indeterminee 



On note K[X] le corps des polynomes a me indeterminee X a valeurs 
dans K. Tout element P de X[X] peut s'ecrire sur la base canonique 

(X”)„ g n sous la forme : P = ^ a nX n . 

n 



Degre d’un polynome - Definition 



deg P = max {n 6 N / a n 0} deg P : degre du polynome P 



Degre d’un polynome - Proprietes 



(P,Q)6K[X] 

deg(P + Q) $5 max(deg P, deg Q) Lorsque deg P ^ deg Q, alors : 

deg(P+Q) =max(deg P+deg Q) 

deg(PQ) = deg P + deg Q 



Prod u it 



P = £>,x" eK[x] 

Q = £b„X"eK[X] 

n 



PQ = £c„X" 



Cn — ^ flpbn—p 
P = o 
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Composition 



P°Q = P(Q) = I>Q n 

n 



P o Q : polynome compose 

p = £«„x n eK[x\ 

Q e K[x] 



Derivation 



P' = £ nanX "- 1 

n^l 



p = £«„x n eK[x] 

n 

P' : polynome derive de P 



Division euclidienne 



V(A,B) e (X[X]) 2 ,3!(Q,P) e {K[X]) 2 /A = BQ + R avec degP < 
deg B. 

Q : quotient de la division euclidienne de A par B 
R : reste de la division euclidienne de A par B 



Divisibility dans X[X] 



On dit que A divise P deux polynomes de X[X] si et seulement s'il 
existe Q € X[X] tel que P = AQ. 

On appelle plus grand commun diviseur de {Pk)ke[i,n] e (X[X] \ {0}), 
le polynome de plus haut degre parmi les diviseurs des P j.. 

Soient (P, Q) 6 (X[X] ) 2 , ils sont dits premiers entre eux si et seulement 
si leur plus grand commun diviseur est 1. 

Propriete de Gauss Soient A, B et C trois polynomes non nuls de 
X[X] : si A divise BC et si A et B sont premiers entre eux, alors A divise 

C. 

Si A est premier avec B et avec C, alors A est premier avec BC 



Egalite de Bezout pour deux polynomes 



Soient A et B deux polynomes non nuls de X[X]. Ces deux polynomes 
sont premiers entre eux, si et seulement si il existe un unique couple 
(U,V) de polynomes de X[X] tels que : 

AU+BV = 1 



Polynome irreductible 



Un polynome P 6 K[X] est dit irreductible si et seulement si deg P ^ 1 
et si P n'admet comme diviseurs que les elements non nuls du corps K 
et les multiples de lui-meme. 
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Fonction polynomiale 



A tout polynome P = ^ a„ X" on associe la fonction polynomiale : 
P: E,>-> 

n 



Racine d’un polynome 



~ a est appelee racine du polynome 

P(a) = 0 P 6 fC[X] si elle verifie la propriete 

ci-contre. 

Soit (cc)i 6 j famille des racines deux a deux distinctes du polynome P. 
Ce polynome peut alors s'exprimer sous la forme P = Q ]^[(x — a i) mi 

ou m, est la multiplicite de la racine a; et Q un polynome n'ayant pas 
de zero dans K. 



Multiplicite d’une racine d’un polynome 



a est une racine P de multipli- 
cite m si elle verifie la propriete ci- 
contre. 



Polynome scinde 



Un polynome P € K[X] est dit scinde sur K si et seulement si il existe 
A e X\{0} et une famille d'elements non necessairement distincts 

( x i)ie{l,n] tels q ue : 

P = Afl(X-, I .) 



Theoreme de d’Alembert & Consequence 



Le corps C est algebriquement clos : tout polynome non constant de 
X[X] admet au moins un zero dans C 

Consequence : Tout polynome non constant est scinde sur C. 



Fraction rationnelle - Definition 



R 6 K(X) : fraction rationnelle 
K(X) : corps des fractions ration- 
nelles 

(. a n ,b n ) € K 2 : coefficients 



I >X" 

R = TL 

LbnX" 



p('"~ 1 )( a ) = o 

P (m) ( a) ^ 0 
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Zeros et poles d’une fraction rationnelle 



p 

Soit R = — e K(X ) avec (P, Q) e K[X] 2 , une fraction rationnelle. 

Si P et Q sont deux polynomes premiers entre eux : 

- on appelle zeros de R les zeros de P. 

- on appelle poles de R les zeros de Q. 



Decomposition en elements simples 



R = 
R = 




R € K(X) : une fraction ration- 
nelle 

S“‘ 6 fC[X] : polynome irreduc- 
tibles premiers deux a deux entre 
eux. 

Vi, «,■ € N* 

E 6 K[X] : partie entiere de R 



1.6 General ites sur les applications 



Application injective 


V(x,y) e E 2 

(/0) = f(y) X = y) 


Une application / est dite injec- 
tive si et seulement si elle verifie 
la propriete ci-contre. 


Application surjective 


Vy € F, 3x e E//0) = y 


Une application lineaire f de E 
dans F est dite surjective si et 
seulement si elle verifie la pro- 
priete ci-contre. 


Composition de fonctions injectives, de fonctions surjectives 


go f injective =t> / injective 
go f surjective =4> g surjective 


/ et g : deux applications 
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1.7 Applications lineaires - Espaces vectorieis 



Espace vectoriel - Definition 



Soit E un ensemble muni d'une loi interne notee +, d'une loi externe 
Kx£->E notee • telles que : 

(E, +) est un groupe abelien 
VA 6 K,\/(x, y ) 6 E 2 , A(x + y) = Ax + A y 
V(A, p) 6 EC 2 , Vx 6 E, (A + p)x = Ax + px 
V(A, p) 6 K 2 , Vx 6 E, A(px) = (Ap)x 
Vx 6 E, lx = x 

Un tel ensemble est appele K-espace vectoriel. 



Sous-espace vectoriel 



Soit E un K-espace vectoriel et F C E. F est dit sous-espace vectoriel 
de E si et seulement si il verifie les proprietes suivantes : 

(1) F # 0 

(2) V(x,y) € F 2 ,x+y e F 

(3) VA e K,Vx e F, Ax € F 



Sous-espace engendre par une partie 



E : EC-espace vectoriel 
AcE 

Vect(A) : sous-espace vectoriel 
engendre par A 

Autrement dit, Vect(A)est le plus 
petit sous-espace vectoriel de E 
contenant A ou, si A ^ 0, l'en- 
semble des combinaisons lineaires 
des elements de E. 



Somme directe de sous-espaces vectorieis 



{Ej)i e i : famille de sous-espaces 
vectorieis d'un espace vectoriel E. 
Si la somme des E, verifie les deux 
proprietes ci-contre, elle est dite 

directe. 

Dans ce cas : Vx 6 E, il existe une 
unique decomposition x = ^ x; 



E = £ E/ 

iel 

V(i//) e I 2 E,n^E / = {0} 

iAi 



Vect(A) = p| f 



FcE, 

FDA 
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Sous-espaces vectoriels supplementaires 






(E;); 6 j : famille de sous-espaces 
vectoriels d'un espace vectoriel E. 




Ils sont dits supplementaires si et 


iei 




seulement s'ils sont en somme di- 
recte et que leur somme est egale a 
E. 




Famille generatrice 



Soit ( xf)i e i me famille de vecteurs d'un espace vectoriel de E sur K. 
On dit que cette famille est generatrice si et seulement si tout element 
x de E peut s'exprimer comme combinaison lineaire des X;, c'est-a-dire 
qu'il existe une famille (A j)i eI telle que : x = ^ A 

iei 



Famille libre 


£A iXi = 0 =* Vi 6 I, A; = 0 
iei 


{ x i)iel '■ famille de vecteurs de E 
(A;);ej : famille de scalaires de K 
Une famille est libre si elle verifie 
la propriete ci-contre. 


Proprietes fondamentales des families 



- Toute sur-famille d'une famille generatrice d'une famille generatrice 
est generatrice. 

- Toute sous famille d'une famille libre est une famille libre. 

n 

- Si (xi, . .. ,x n ) libre et (xi, . . . , x„,x n+ i) liee, alors x n+ \ = ^ A;x,- 

;=i 

- Une famille comportant le vecteur nul est liee. 



Base d’un espace vectoriel - Definition 



Une base de E est une famille de vecteurs (x;); 6 j de E libre et genera- 
trice. 

Autres formulations : une base est une famille libre maximale ou en- 
core une famille generatrice minimale. 



Theorie de la dimension 



Un JC-espace vectoriel est dit de dimension finie si et seulement si E 
admet au moins une famille generatrice de dimension finie. 

Soit E un fC-espace vectoriel de dimension finie, alors : 

1. E admet au moins une base de dimension finie. 

2. Toutes les bases de E sont finies et ont le meme cardinal appele di- 
mension de E et note dim E. 
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Theoreme de la base incomplete 



Soit E un fC-espace vectoriel de dimension n et T = (x\, . . . , x r )une 
famille libre de E. II y a au moins une fagon de completer T par n — r 
vecteurs d'une base de E pour obtenir une base de E. 



Base duale definition 



e*{ ej ) = 6y = 



/ 1 si i = ; 
\o si i £ i 



E : IC-espace-vectoriel 
E* : dual de E 

B = (ei, . . . , e n ) une base de E 
B* = (ej, ■ ■ - ,e*) base de E* 
B* est appele base duale de B 



Proprietes des families libres et des families generatrices 



Soient E un K-espace vectoriel de dimension n 

- Toute famille libre de E comporte au plus n elements. 

- Toute famille generatrice de E comporte au moins n elements. 



Droite vectoriel le - Hyperplan 



On appelle droit vectorielle tout sous-espace vectoriel de dimension 1. 
On appelle hyperplan tout sous-espace vectoriel, de dimension n — 1, 
d'un espace vectoriel de dimension n. 



Codimension 



Soit f un sous-espace vectoriel de E, il est dit de codimension finie 
si et seulement si E admet au moins un supplementaire de dimension 
finie dans E. 



Application lineaire - Definition 



V(x,y) e E 2 , VA e K : 

On dit que / est une application li- 
neaire de E dans F si et seulement 
f(x + Ay) = f(x) + A f(y) si elle verifie la propriety ci-contre. 



Forme lineaire - Definition 



On appelle forme lineaire une application lineaire qui va de E dans le 
corps de reference : K. 



Applications lineaires et famille de vecteurs 



V/ € £(E, E), et pour toute famille finie T d'elements de E : 

-/(Vect(JE)) = Vect(/(JE)). 

- si T est liee alors f(T) est liee. 
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- si f(T) est libre, alors T est libre. 

- si / est bijective, pour toute base B de E, f(B) est une base de F. 



Image et noyau d une application lineaire - Definition 



On appelle image de /, le sous- 
Im/ = {y 6 F /3x 6 E,f(x) = y} espace vectoriel de F note Im/ de- 

fini ci-contre. 

On appelle noyau de /, le sous- 
Ker / = {x 6 E/f(x) = 0} espace vectoriel de E note Ker / 

defini ci-contre. 



Noyau d’une forme lineaire 



Le noyau d'une forme lineaire, autre que la forme nulle, est un hyper- 
plan. 



Rang d’une application lineaire - Definition 



Soient £ et F deux espaces vectoriels sur Ketf une application lineaire 
de E dans F. Si Im/ est de dimension finie, dimlm/ s'appelle rang 
de / et se note rg /. 



Formule du rang 



E : espace vectoriel de dimension 
finie 

dim E = rg / + dim (Ker /) / : application lineaire 

rg / : rang de / 

Ker / : noyau de / 



Isomorphisme - Endomorphisme - Automorphisme 



- Un isomorphisme d'espaces vectoriels est une application lineaire 
de E dans F bijective. 

- Un endomorphisme de E est une application lineaire de E dans E. 

- Un automorphisme est un endomorphisme bijectif. On note QC(E) 
l'ensemble des automorphismes de E. 
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Endomorphisme nilpotent 


On dit qu'un endomorphisme / d'un K-espace-vectoriel E est nil- 
potent si et seulement si : Bp € N* tel que fP = 0. L'ordre de nilpotence 
est alors le plus petit p 6 N* tel que fP = 0. 


Applications lineaires - ( 


3as de la dimension finie 


(1) / isomorphisme 

(2) / injective 

(3) / surjective 

(4) rg / = n 


E et F : deux espaces vectoriels de 
meme dimension n sur K 
feC(E,F) 

Les propositions ci-contre sont 
deux a deux equivalentes. 


(1) / automorphisme 

(2) / injective 

(3) / surjective 

(4) rg/ = w 


E : espace vectoriel de dimension 

n sur K 

fe£(E) 

Les propositions ci-contre sont 
deux a deux equivalentes. 


Image et noyau d’une application lineaire - Proprietes 


/ surjective Im f = F 

f injective ■$=$■ Ker / = {0} 


/ application lineaire de E dans E. 


Projecteur 


- Definition 


p 2 = V (i) 


Un projecteur est une application 
lineaire verifiant la relation (1). 
p est alors le projecteur sur Im p 
parallelement a Ker p. 


Symetrie - 


Definition 


s 2 = Id E 

p = j (s + Id E ) est un projecteur. 
s est la symetrie par rapport 
a Ker(s — Id E ), parallelement a 
Ker(s + Id E ) 


Une symetrie est une application 
lineaire verifiant la relation ci- 
contre. 

Une symetrie est une application 
lineaire verifiant les proprietes ci- 
contre. 
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Formule de Grassman 



dim( A + B) = dim A + dim B — dim(A n B), ou A et B sont deux 
sous-espaces vectoriels de E de dimensions finies. 



1.8 Matrices - Determinants - Systemes lineaires 



Ensemble des matrices 





On note A1 m/n (K) l'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes. 


Matrices et applications lineaires 


m 

f(ej) = £ a ijfi 

i = 1 


/ : application lineaire de E dans F, 
deux espaces vectoriels de dimen- 
sion finie. 

M = (aij)ie[ l,m]p[l,n] : matrice as- 
sociee a l'application lineaire / 
B = ( e /);e[l,n] : base de E 
& = (/i); e >t : base de F 


Somme de deux matrices 


~Yij &ij fiij 


M = (<X ij) G Mmn(K) 

N = (|3/y) 6 M„(K) 

M + N = (" Yij ) G -AdmnQK) 


Produit d’une matrice par un scalaire 


M = AN 
CY ij) = (A ' Oijj) 


AeK 

A4 — ( oc{j ) G 

N = (y i; -) G Atmn(K) 
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Produit de matrices 




p2; 



Pic; 

Pp; / 
yij 



M — Ad m p(IK) 

N= (p fc; -) GVWp„(K) 
MN = (Y;y) 6 M,„n ( ® 
P 

Yij ^ °^ik ' P kj 

k= 1 



Proprietes des operations sur les matrices 



(. M + N)P = MP + NP 
(pM)(AN) = n-A(MN) 



(M, N) € 
Mpn (IK) 

M G Atmp(IK) 
N G Mp„(K) 
(A, n) 2 G K 2 



(Atmp(K)) 2 ,P 



mp\ 



(MN)P = M(NP) 

Attention ; En general, MN ^ NM 



Me M 
N G Atp„(K) 
N G M„ q { K) 



Transposee d’une matrice 




A G M„p(K) 

l A G Atpn(IK) : matrice transpo- 
see de A 
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Changement de base 



A' : matrice d'une application li- 
neaire de E (dans la base base B') 
vers F (dans la base base C') 

A : matrice de la meme application 
lineaire de E (dans la base base B) 
A' — Q-t^p vers F (dans la base base C) 

P : matrice de passage de B a B' 

Q : matrice de passage de C a C' 
Dans le cas d'un endomorphisme, 
Q = P (seulement deux bases sont 
necessaires). 



Exponentielle de matrice 



1 A 6 A1ii(K) 

~A k exp (A) : exponentielle de la ma- 

trice A 



Determinant - Definition 



Un determinant est une forme multilineaire alternee. 

Multilinearite : (det(ai Vi, . . . , a, n V n ) = <xj • • • ■ oi n det(l/i, . . . , V n )) 

Alternee : V, = Vj avec i ^ j = => det(Vi, . . . , V„) = 0 

Dans une base B = (e\, ... ,e n ) de E, on note detg l'application : 

det B (Vi ,...,V„)== Y, £ ( ff ) n cr(l )l-" a a(n)n 
cree„ 
n 

Avec Vj = Y 

ii = i 



Determinant d’un produit de matrices 



det (M-N) = detM ■ detN 


.M £ (-^) 

N e A^n(K) 


Determinant et matrice inversible 


M inversible -t=>- det M / 0 





+ 0O 

exp (A) = Y 
k = o 
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det(M -1 ) = (detM) -1 


M 6 A4 n (K) inversible 


Determinant de Vandermonde 



1 %i 



Xn 



y.n — 1 



y.n—1 



n {Xi~Xj),(x X„)e 
1 <j<Kn 



Mat rice inversible - Definition 



est dite inversible s'il existe une matrice N 



Une matrice M € M tl 
telle que : 

M-N = N ■ M = I n 

La matrice N est alors appelee inverse de M et se note M -1 . 



Matrices inversibles 



Soit A e jMn(K) et / un endomorphisme represente par A dans une 
base. Les proprietes ci-dessous sont deux a deux equivalentes : 

(1) / est bijective. 

(2) A est inversible a gauche. 

(3) A est inversible a droite. 

(4) A est inversible. 

(5) A est reguliere a gauche. 

(6) A est reguliere a droite. 

(7) A est reguliere. 



Matrice des cofacteurs - Comatrice 



comM : comatrice de M (ou ma- 
trice des cofacteurs) 

M{j : matrice M « privee » de sa i e 
ligne et de sa j e colonne. 



Matrice inverse 




M^ 1 = 



1 



detM 



, M € A4„(K) matrice inversible 

com(M) com(M) : matrice des cofacteurs 

deM 








© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



1. Algebre 



21 



Systeme lineaire - Definition 



( anXi H f flipXp = b 1 

{. a nl x l +•••+ fl/ipXp = b n 


On peut interpreter ce systeme 
comme le produit de la matrice 
A = ( a ij)ie[i,n}je[i,p] parlevecteur 
X = (x;)i £|1 ,p] (vecteur inconnu). 
Ce produit est egal au vecteur se- 
cond membre : B = (fe;)ie[ l,n] 


Systeme de Cramer 


detA.ib) 
V; 6 1 ,p],Xj = — ^ — — — 
1 1 1 det A 


Dans le cas d'un systeme de Cra- 
mer, n = p = rg A. 

Le systeme admet alors une so- 
lution unique donnee par les for- 
mules de Cramer ci-contre. 

Aj(b) est obtenue a partir de A en 
remplagant le vecteur colonne cj 
par b. 


Cas oil rg 


A = n < p 



Apres permutation des inconnues, on peut supposer que la matrice 
A' = );£[!,„] extraite de A est inversible. On etablit alors le systeme 

;e[ i,n] 

suivant : 

{ fluXi + ■ ■ ■ + a\ n x n =b\ — (ai n+ \x n+ i + ■ ■ ■ + flipXp) 

a nl x l + ' ' ' + ^nn x n = { a tm-pl x n+l + ■ ■ ■ + ^np x p) 

Ce systeme est de Cramer et admet done une solution unique. Cet 
ensemble est un sous-espace affine de dimension p — n. 



Cas oil rg A < n 



Soit on peut se ramener au cas precedent par combinaison lineaire des 
equations, soit le systeme n'admet pas de solution. 
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1.9 Espaces vectoriels euclidiens 



Produit scalaire - Definition 


Un produit scalaire euclidien sur 

E est une application cp de E 2 dans 
R verifiant : 

(1) cp est bilineaire 

(2) cp est symetrique 

(3) Mx € E, cp (x, x) > 0 

(4) Vx 6 E, cp (x, x) = 0 =>- x = 0 


cp verifiant (3) est dite positive 

cp verifiant (4) est dite definie 

cp verifiant (3) et (4) est dite 

definie-positive 

On note ce produit scalaire (-| •) 


Forme quadratique 


Vx 6 E, q(x) = cp(x, x) 


cp une forme bilineaire symetrique 
sur E x E 

q : E — > R : forme quadratique as- 
sociee a co 


Matrice associee 


Matg(cp) = (cp(e ; ,e ; -)) i6 [i n ] 
;'e[ l,n] 


Matg(cp) : matrice de cp dans B 
B : base de E 

cp : E x E — > R : forme bilineaire 
symetrique. 


Expression matricielle 


cp (x,y) = XAY 


cp : E x E — > R : forme bilineaire 
symetrique 
(x, y) e E 2 
X = Matg(x) 

Y = Matg(y) 


Norme euclidienne - Definition 


IMI2 = 


| ■ || 2 : norme euclidienne sur E 
x 6 E 


Inegalite de Cauchy-Schwarz 


l(^|y)l < ll^ll • llyll 


V(x,y) e E 2 



II y a egalite si et seulement si les vecteurs x et y sont lies. 









(c) Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



1. Algebre 



23 



Inegalite triangulaire ou de Minkowski 


II* + y II < 11*11 + llyll 


V(x,y) e E 2 



si et seulement si les vecteurs x et y sont positivement lies 



Relations entre produit scalaire et norme 



V(x, y) € E 2 : 

l.||* + y|| 2 = W 2 + 2(%) + ||y|| 2 

2 - ll^-yll 2 = ll*l! 2 — 2(xjy) + |jy|| 2 

3- Ojy) = ^ (ll* + yll 2 -li*ll 2 -llyll 2 ) 
4. (%) = ^(||* + y|| 2 -||*-y|| 2 ) 



Vecteurs orthogonaux 



seAl^f^t fi que ces deux vecteurs sont orthogonaux si et 



Parties orthogonales - Orthogonal d’une partie 



V(x, y) 6 A x B, ( x\y ) = 0 
A 2 - = {x e E/My e A, (r y) = 0} 


x, y : deux vecteurs respective- 
ment de A et de B 
A, B : deux parties orthogonales 
de E 

A x : orthogonal de la partie A 


Inegalite de Bessel 


L ( e ;'l*)| 2 < ll*H 2 
/=! 


E : espace vectoriel prehilbertien 
x : vecteur de E 

( e j)je[i,n\ ■ famille orthonormale 
de E 


Projecteur orthogonal 


Kerp = (Imp) 1 
Imp = (Kerp) x 


p : projecteur orthogonal sur Im p 
parallelement a Ker p 









24 



[1] Mathematiques 



Attention : un projecteur orthogonal n'est pas une application ortho- 
gonale. 



Diagonalisation d’une matrice symetrique 



VS € Sn (R), 3(0, D) 6 On (R) X V n (R), S = non- 1 
S n (R) : ensemble des matrices symetriques de R 
O n (R) : groupe orthogonal 
V n (R) : ensemble des matrices diagonales de R 



Valeurs propres de matrices symetriques 



Les valeurs propres d'une matrice S 6 S n (R) sont reelles. 



Endomorphisme adjoint - Definition 



V/ e C(E), 3 If* e £(E) tel que : 
V(x,y) 6 E 2 {f(x)\y) = (x| f*{y)) 



E : espace vectoriel euclidien 
C(E) : ensemble des endomor- 
phismes de E 
f : endomorphisme de E 

f* : l'adjoint de / 
x, y : deux vecteurs de E 



Automorphismes orthogonaux, symetriques, antisymetriques 



a )f*=r 1 
(2 )/* =/ 
(3) /* = — / 



Un automorphisme / verifiant : 

- (1) est dit orthogonal 

- (2) est dit symetrique ou auto- 
adjoint 

- (3) est dit antisymetrique 
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Proprietes des adjoints 


Kerf = (Imfflm/* = (Ker/) 1 




(A/ + g)*=A f*+g* 


Mat/* Mat / 




{f,g) € E(E) 2 : endomorphismes 


(g°f) =f °g 


de E admettant des adjoints 
/* : endomorphisme adjoint de E 


(Idf* = Id E 


21 : orthogonal de A, A etant une 


err*/ 
cr 1 )* = (r )^ 1 


partie de E 


Definition et proprietes des automorphismes orthogonaux 



(1) V(x,y) 6 E 2 : 

(/Wl/(y)) = (*|y) 

(2) VxeE,||/(x) || = ||x|| 
(3 )feO(E) 



Caracterisation des 



f*°f = f°f* ®Id E 



Les proprietes (1), (2) et (3) sont 
equivalentes. 

(1) traduit la conservation du pro- 
duit scalaire. 

(2) traduit la conservation de la 
norme. 

0(E) : ensemble des automor- 
phismes orthogonaux de E 
fe£(E) 



uitomorphismes orthogonaux 



M : matrice orthogonale de 

M„(K) 

/ : automorphisme orthogonal de 
E 

Id£ : application identite de E 
I n : matrice identite de M n (K) 
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1.10 Reduction des endomorphismes 



Valeur propn 


3 - Definition 


3x e E, x 0 tel que : 
f{x) = Ax 


/€£(£) 

A € K : valeur propre de / 

Autre formulation : f — A Id E est 
non injectif. 


Spectre d’un endomorphisme 



Soit / € £(£), on appelle spectre de / note Sp(/) l'ensemble : 
Sp(/) = {A 6 K, 3x e E \ {0 }/f(x) = Ax} 



Vecteur propre - Definition 



x 7 ^ 0 et 3A G IK 
f(x) = Ax 


x 6 E : vecteur propre de / 
/€£(£) 

(alors A 6 Sp (/)) 


Sous-espace propre - Definition 


SEP(/, A) = Ker(/ — A Id E ) 


SEP(/, A) : sous-espace propre as- 

socie a A 

fe£(E) 

A € Sp(/) 


Polynome caracteristique - Definition 


Xa(A) =det(A-AI„) 
X/( A) = det(/- AId E ) 


Xa(A) : polynome caracteristique 
de A 

Xf( A) : polynome caracteristique 
de / 

fe£(E) 

A : matrice d'ordre n associee a / 


Polynome caracteristique - Proprietes 


- Le coefficient dominant est 
(- 1 )” 

- Le coefficient de A" 1 est 
(— l )" -1 tr A 

- Le terme constant est det A 


A e M„(K) 

Xa{ A) : polynome caracteristique 
de A 

A : indeterminee du polynome 
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Diagonalisabilite 



1. / est diagonalisable. 

2. II existe une base de E formee de 

vecteurs propres de /. Les proprietes ci-contre sont deux 

3. La somme des sous-espaces a deux equivalentes. 

propres pour / est egale a E. £ : espace vectoriel de dimension 

4. La somme des dimensions des fi™ 6 
sous-espaces propres pour / est /£■£(£) 
egale a dimE. 



Trigonalisation 



Soit / € £(E), les deux proprietes suivantes sont equivalentes : 

1. / est trigonalisable 

2. Xf est scinde sur K 



Drapeau 



f Vie{ l,.. 


. , «}, dim(E;) = i 


E : un IK-espace-vectoriel 

(Ei, . . . ,E n ) : famille de sous- 


\ Vie{i,.. 


E i C E i+ i 


espaces vectoriels de E 


n = dim E 




Theoreme de Cayley - Hamilton 



Le polynome caracteristique de / annule f, c'est-a-dire V/ € 

C{E), Xf = 0. 



2. Analyse 

2. 1 Espaces vectoriels normes 



Norme - Definition 



On appelle norme sur un K-espace vectoriel E toute application N : 
E — > R verifiant les trois points suivants : 

1. VA 6 K,Vx € E,N(kx) = |A|N(x) 

2. Vx 6 E, N(x) = 0 =» x = 0 

3. V(x, y) 6 E 2 ,N(x + y) ^ N(x) + N(y) 
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Partie bornee - Definition 



Soit (E, H ID un K-espace vectoriel, une partie A de E est dite bornee 
si et seulement si : 

3 M 6 R + ,V(x,y) 6 A 2 ,d(x,y) ^ M 



Voisinage 



Soit a 6 E un K-espace vectoriel, on dit que V est un voisinage de a si 
et seulement s'il existe r > 0 tel que B(a, r) C V 



Interieur - Frontiere - Adherence 



On appelle interieur d'une partie A C E, avec E un K-espace vectoriel : 

A= U a 

O ouvert de E 
O.CA 

On appelle adherence de A (notee A) la partie : A = p| F 

F ferme de E 
FDA 

On appelle frontiere de A la partie de A notee <)A, la partie definie par 
A\ A 



Valeur d’adherence 



On dit que a est valeur d'adherence de la suite de E (wri)neN si et seule- 
ment s'il existe une suite extraite de (u n )„ e ^ telle que u a t n \ > a. 

' ' a— f+oo 



Caracterisation de la continuity pour une application lineaire 



Soit / 6 C(E,F) ou E et F sont deux K-espaces vectoriels, alors les 
deux propositions suivantes sont equivalentes : 

(1) / est continue 

(2) 3 M e R+,Vx e E, ||/(x)|| F sC M||x|| £ 



Partie compacte 



On dit que X C E, E etant un K-espace vectoriel, est une partie com- 
pacte de E si et seulement toute suite d'elements de X admet au moins 
une valeur d'adherence dans X. 



Partie compacte en dimension finie 



Les parties compactes d'un K-espace vectoriel de dimension finie sont 
les parties fermees bornees. 



Normes en dimension finie 



Toutes les normes sur un K-espace vectoriel de dimension finie sont 
equivalentes. 
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Applications lineaires en dimension finie 



Soient E et F deux K-espaces vectoriels normes, si E est de dimension 
finie, alors toute application lineaire E — > F est continue. 



Suites de Cauchy 



On appelle suite de Cauchy dans un K-espace vectoriel norme toute 
suite verifiant : 

Ve > 0,3N € N ,V(p,cy) e N x N *,p ^ N => || u p — Up+q\\ < e 

Toute suite convergente dans un K-espace vectoriel norme est de Cau- 
chy. 



Partie complete - Definition 



Une partie A d'un K-espace vectoriel norme est dite complete si et 
seulement si toute suite de Cauchy d'elements de A converge dans A 



Partie complete - Proprietes 



Toute partie X d'un K-espace vectoriel norme complet verifie : 

X fermee X complete 

Toute partie compacte d'un K-espace vectoriel norme est complete. 



Connexite par arcs 



Une partie A d'un K-espace vectoriel norme de dimension finie est dite 

connexe par arcs si et seulement si V(x, y) 6 A 2 , By 6 C°([a, b], E) tel 
que : 

/ y(fl) = x, y (b) = y 
\ Vf 6 [er,b],y(t) e A 



Espace prehilbertien - Espace euclidien 



On appelle espace prehilbertien tout couple (E, cp) ou E est un K- 
espace vectoriel et cp un produit scalaire sur E. 

On appelle espace euclidien tout espace prehilbertien de dimension 
finie. 



Theoreme de Pythagore 



Pour toute famille orthogonale finie d'un espace prehilbertien 

(£,(•!■)) ona: 



|e 




Ells'll 2 
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2.2 Nombres reels 



Presentation 



(R, +, •) est un corps commutatif. 

< est une relation d'ordre total dans I 



a ^ b =$■ a + c ^ b + c 
a ^b 
0 sj c 



j ^ ac < be 

Toute partie non vide majoree de R admet une borne superieure dans 



Distance usuelle dans 



d : Rxl-tl 
{x,y) i-x \x-y\ 


Le nombre reel d(x,y) est la dis- 
tance usuelle dans R. 


R : corps archimedien 



Ve 6 R+,VA e R^,3n e N*,we > A 



Partie entiere - Definition 



Vr€R: 

E(x) ^ x ^ E(x) + 1 


x e R 

E(x) : partie entiere de x 

E(x) est l'unique entier relatif ve- 

rifiant la propriete ci-contre. 


Densite 


V(x,y) e R 2 

(x < y ==>- (3 d e D,x < d < y)) 


D c R 

Cette partie D est dite dense dans 
R si et seulement si elle verifie la 
propriete ci-contre. 

Theoreme : Q est dense dans R. 
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2.3 Nombres complexes 



Forme cartesienne / Forme polaire d’un nombre complexe 



z : nombre complexe (z € C) 
a : partie reelle de z (a 6 K), on la 
note aussi Re(z) 

b : partie imaginaire de z (b 6 R), 
on la note aussi Im(z) 
p : module de z, ( p 6 R+ ) 

0 : argument de z, (0 € R) 



Nombre complexe conjugue - Definition 



z € C : nombre complexe 
z 6 C : nombre complexe conju- 
gue de z 

a : partie reelle de z et de z 
b : partie imaginaire de z 



Nombre complexe conjugue - Proprietes 



z : nombre complexe 
z : nombre complexe conjugue de 

z 

si z est reel 

si z est imaginaire pur 



Module d’un nombre complexe 



|z| 2 = z • z 


|z| : module de z 


Module d’un produit - 


Module d’un quotient 


|zz'| = |z| ■ |z'| 

|4| = M 

\z'\ \z'\ 


zeC: nombre complexe 
z! 6 C : nombre complexe 



z + z = 2Re(z) 

z — z = 2ilm(z) 

z = z 
z = — z 



z = a + ib 
z = a — ib 



z = a + ib 
z = pe ie 








(c) Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



2. Analyse 



33 



Inegalite triangulaire 



|z + z'| < |z| + |z'| 


zeC: nombre complexe 
z! 6 C : nombre complexe 


Condition de cocyclicite ou d’alignement de quatre points 


z 4 -z 1 /Z 4 -z 2 eR 
Z3-Z1 Z3- Z2 


Mj point du plan d'affixe z,- 

Zf e C 

Les points Mi, M2, M3 et M4 sont 
cocyliques ou alignes si et seule- 
ment si leurs affixes verifient la 
propriete ci-contre. 


Formule de Moivre 


(cos 0 + i sin 0) ,! = cos nd + i sin nQ 


0 6 R 
n e Z 


Formule d’Euler 


e' x + e Ax 

COS x = 

2 

e ix - e~ ix 

sm x = 

2i 


x e R 


Racines niemes d un complexe 


z k = 


Les z k sont les solutions de l'equa- 
tion z n = re 1<p . 

(k, n) € N 2 avec 0 ^ k ^ n — 1 
z e C 
r e R+ 

En particulier, les racines niemes 

11/ . , i 2 * 7 * 

de 1 unite : z^ = e » 


Groupe des racines niemes de I’unite 



U = (z 6 C, |z| = 1 } est un groupe pour la multiplication. 
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2.4 Suites 



Convergence - Definition 



On dit qu'une suite numerique ( u n ) n6 pj converge vers une limite l G IK 
si et seulement si : 

Ve > 0,3 N G N,Vn > N G N, n = =>• \u„ — l\ ^ e 
On dit qu'une suite numerique ( u n ) n converge si et seulement si : 

3Z 6 K, Ve > 0,3N € N,Vn € N, n ^ N => \u n — l\ ^ e 



Suite bornee 



Une suite complexe (u n ) ne ^ est dite bornee si et seulement si : 
3 M € R+,Vn 6 N, \u„\ < M. 



Theoreme d’encadrement 



Soient (un) n eN> (v„) n€ ^, (u>n)neN trois suites reelles telles que : 
f 3 N G N, Vn 6 N, n ^ N =>■ u„ ^ v n ^ w n 
\ ( u n ) n et ( w n )n convergent vers une meme limite l 
Alors (v„)„ converge aussi vers l. 



Suite arithmetique 



U n = U n - 1 + r 
c («i + u„)n 

— 2 


u n : n e terme de la suite 
r : raison 

Ui : premier terme de la suite 
S n : somme des n premiers termes 
de la suite u n 


Suite geometrique 


Un — CJ ■ U n —\ 


u n : n e terme de la suite 
q : raison de la suite 
u\ : premier terme de la suite 
S n : somme des n premiers termes 
de la suite u n 



Suites reelles monotones 



On dit que (wn)neN est croissante si et seulement si : 

Vn G N, u n < u n+ i 

On dit que (u n ) ne ^ est decroissante si et seulement si : 

Vn G N, u„ > n„+i 

On dit que (u n ) ne ^ est strictement croissante si et seulement si : 

Vn G N, u„ < u n+ \ 

On dit que (u n ) ne ^ est strictement decroissante si et seulement si : 
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Mn € N ,u n > u n+ 1 

On dit que (u n ) n eN est (strictement) monotone si et seulement si 
(n n ) n6 N est (strictement) croissante ou (strictement) decroissante. 
Toute suite reelle croissante (respectivement decroissante) et majoree 
(respectivement minoree) est convergente. 



Suites adjacentes 



Si deux suites reelles verifient les 
proprietes ci-contre, ces suites sont 
dites adjacentes. 

Si deux suites sont adjacentes, 
elles convergent vers la meme li- 
mite. 



Suites extraites 



On appelle suite extraite de (Mn)neN toute suite (u a ^) ne pj ou cr : N — > 
N est une application strictement croissante. 

Si une suite {u n )neN converge vers l 6 K, alors toute suite extraite de 
i u n)ne N converge aussi vers 1. 



Valeur d’adherence 



On dira que a est une valeur d'adherence d'une suite {u n ) ne ^ si et 
seulement s'il existe une suite extraite telle que u a ( n ) > a 



Theoreme de Bolzano-Weiertrass 



De toute suite bornee de R on peut extraire une suite convergente. 

2.5 Fonctions reelles de la variable reelle 



( u n)ne N est croissante 
(wn)neN est decroissante 

(' Vn - Un) 1 o 

n— >+oo 



Parite 



Soit XcR verifiant x 6 X ==> — x 6 X 

Une fonction / est paire si et seule- 
ment si elle verifie la relation ci- 
contre. 

Une fonction / est impaire si et 
seulement si elle verifie la relation 
ci-contre. 



Periodicite 



Soit / : X — > K avec X C I, on dit que / est T-periodique si et seule- 
ment si elle verifie : 



Vx 6 X, f(-x) = f{x) 
Vx e X, /(-*) = -/(*) 
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w v f x + T G X 
6 ' I /(x + T)=/(x) 



Application en escalier 



On dit qu'une fonction / : [a;b] — > R. est en escalier si et settlement 
s'il existe une famille ( a i)ie[0,n] telle que (aq, 6 [a;b] n+1 avec 
n 6 N* et une famille (Ao, . . . , A„_i) 6 IK" tels que : 

( a = fl 0 < «i < • ■ ■ < flfj-i < a n =b 
\ Vi G {0, . . . ,n — l},Vx = A; 



Application majoree - minoree - bornee 



Une fonction / : X — > R est dite : 

- majoree si et seulement s'il existe A G R tel que Vx G X, f{x) ^ A. 

- minoree si et seulement s'il existe B G R tel que Vx G X, f(x) > B. 

- bornee si et seulement s'il existe ( A,B ) 6 R 2 tel que Vx € X, 

B < / (x) ^ A. 



Limites 



Soit f : I —> R une application. 

On dit que / admet une limite l en a G I si et seulement si : 

Ve > 0, 3p > 0, Vx 6 I, \x — a\ < r| => | /(x) — Z| ^ e 
On dit que / admet une limite l en +oo si et seulement si : 

Ve > 0, 3 A 6 R, Vx G I, x > A ==>■ |/(x) — Z| ^ e 
On dit que / admet comme limite +oo en a G 7 si et seulement si : 
VA >0, 3t] > 0, Vx G l, |x — a\ ^ r| ==>■ /(x) > A 
On dit que / admet comme limite +oo en +oo si et seulement si : 
VA > 0, 3B > 0, Vx € I,x > B =h/(x) > A 
On dit que / admet comme limite oo en oo si et seulement si : 
VA < 0, 3B < 0, Vx ef,x< B =»/(x) sj A 



Continuite 



soit / : I — » X, a 6 f , on dit que cette fonction est continue en a si et 
seulement si : 

Ve > 0, 3ti > 0, Vx G I, \x ~ a\ ^ q ==>■ |/(x) — / (a) | ^ e 



Discontinuite 



Soit / : I — > K, on dit que : 

- / est discontinue en a si et seulement si elle n'est pas continue en a. 

- f admet une discontinuite de premiere espece en a si et seulement 
si / n'est pas continue en a mais admet une limite finie a droite et une 
limite finie a gauche en a. 
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Si / n'est pas continue et ne presente pas de continuite de premiere 
espece en a, on dit que / admet une discontinuity de seconde espece 
en a. 



Composition et continuite 



Soient / : I — ► R et g : J — > K ou I et J sont deux intervalles de R tels 
que /(f) C /, si / et g sont respectivement continues en a et / (a), alors 
g o f est continue en a. 



Continuite sur un segment 



Soient (a, b) 6 R 2 tel que a ^ b et une fonction / : [a, b\ — > R. Si / est 
continue, alors / est bornee et atteint ses bornes. 



Continuite uniforme 



Soit / : I — > K, on dit que cette fonction est uniformement continue 
sur I si et seulement si : 

Ve > 0,3r| > 0,V(xi,x 2 ) 6 I 2 , \xi - x 2 \ ^ q |/(xi) - f{x 2 ) \ ^ £ 

L'uniforme continuite implique la continuite. 



Theoreme de Heine 



Soient (a, b) E R 2 tels que a ^ b e t une fonction / : [a; b] — > R. Si / est 
continue sur [a; b], alors / est uniformement continue sur [a;b]. 



Applications lipschitziennes 



Soient / : I — > R et lc E R^_, on dit que la fonction / est k- 
lipschitzienne si et seulement si : 

V(*i, x 2 ) E f 2 ,|/(*i) -/0 2 )l ^ k\x 1 -x 2 \ 

Si k E [0; 1[, l'application / est dite contractante. 

Une application lipschitzienne est uniformement continue. 
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Fonctions trigonometriques circulaires reciproques 


Arcsin: [-1,1] -> [-^] 
Vx e] — 1, 1[ : 

Arcsin' (x) = — ; 

W Vl-x 2 
Arccos : [—1,1] — v [0,7t] 

Vx s] — 1, l[: 

Arccos' (x) = , 


n 

V Arccos 

2 


Arcsin / 


w Vl-x 2 
Arctan:R^]-^[ 
Vx e K: 

Arctan'fx) = =■ 

w 1 + x 2 


Arctan 

' 2 


1 


Fonctions hyperboliques 


ch' x = sh x 


sh' x = ch x 



/ 1 ^ 
th x = — = — = 1 — th 2 x 
ch 2 x 



2.6 Derivation 



Derivee en un point 



Soient un point a 6 I, ou I est un intervalle, et une fonction / : I —> K. 

~ , , , . , , . , ... f(a + h) — f(a ) 

On dit que f est derivable en a si et seulement si lim = 

h-> 0 h 

existe et est finie. Dans ce cas, cette limite est appelee derivee de / en a 
et est notee /'(a). 



Derivation et continuity 



Soient un point a 6 I et une fonction / : I — > K, si / est derivable en a, 
alors / est continue en a. 



Proprietes des derivees 



Soient f et g deux fonctions de I dans K derivables en a, alors : 

(f + g )'{ a ) =/'(«)+£'(«) 

(A/)'(fl) = A f(a) 

(. /$)'(« ) = /»£(«) +/(«)$'(«) 
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g(«) £ o, 

g(“) £ 0, 

(g°fn*) 



g'(“) 

g 2 (a) 



fl]) = f( a )g( a ) -f( a )g'( a ) 
... ( g 2 («) 

= g l (/(«))/(«) 



Derivabilite d une fonction sur un intervalle 



/ : I — > K, ou I est un intervalle est dite derivable sur un intervalle 
/ C I si et seulement si : Vfl € ], f est derivable en a. 



Formule de Leibniz 



f '■ I — > Ket g ■. I ^ E on suppose que A et / sont derivables sur I : 

Alors / ■ g est n fois derivable sur I et (/ • g ^ 

k = o 



Classe d’une fonction 



Soient / : I — > K et k 6 N, on dit que / est de classe C k sur I si et 
seulement si / est k fois derivable sur I et /w est continue sur I. 
Soient / : [a; b] —> K avec a ^ b et k 6 N, on dit que / est de classe C k 
par morceaux sur [a; b ] si et seulement si : 

- il existe une famille (uq, . . . , a p ) € RP+ 1 telle que : 

u = uq < u\ < • • • < flp— i < cip — b 

- Chaque restriction de / sur ]a;;a; + i[ admet un prolongement de 

classe C k sur Vi € [0; p — 1]. 



Theoreme de Rolle 



/ : [a, b] — > R continue sur [a, b] et derivable sur \a, b[, f(a) = f(b ) ; 
alors il existe c E]a, b[ tel que : 



/'(c) = 0 



Theoreme des accroissements finis 



/ : [a, b] — > R, avec (a, b) E R 2 et a < b, continue sur [a, b\ et derivable 
sur ]a,b[. Il existe c E]a, b[ : 



f(b)-f(a) = (b-a)f(c) 
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Inegalite de Taylor-Lagrange 



/ : [a, b] — > (E, || || ) et / de classe C n sur [a, b\,(n + 1) fois derivable sur 
]a, b[ et telle que Vf E]a, b[, (f) || sC M alors : 



m - l 

k = 0 



” /«(«) 



k\ 



(b-a) k 



< M 



(fc-fl) 



n+1 



(n + 1)! 



Reste integral 



/ : [a, b] — > (E, || || ) de classe C n+l sur [a, b\ alors : 

m = t [\b-trfW(t)dt 

k=o K - Ja , 

Reste de Laplace 



Formule de Taylor- Young 



f : I —> E, I un intervalle de R ou (a) existe : 



/(*) = L {x~ a ) k + O (( x-a ) n ) 

Jt=o /c ‘ 



Diffeomorphisme - Definition 



Soient f : I —> J avec f, / deux intervalles de R, n 6 N* U {+oo}, on dit 
que / est un C k -diffeomorphisme de I sur / si et seulement si : 

- / est de classe C k sur I 

- / est bijective 

- / _1 est de classe C k sur / 



Convexite - Definitions 



Soit / : I — > K, on dit que cette fonction est convexe si et seulement si : 
ve € [0, 1], V(x, y) € I 2 ,f(dx + (1 — 0)y) <xf(x) + (1 - 0)/(y) 



Inegalite de convexite 



Si / est convexe, soit A; ^ 0 tel que V A; = 1, alors : 

( n \ j=ln 

f £ V/ < £ 

\i=i / ;=i 



Fonction convexe - Fonction concave 



Une fonction / est concave si et seulement si — / est convexe. 
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2.7 Integration 



Linearite de I’integrale 



rb rb rb 

/ (A/ + ,?) = A / /+ / g 

Ja J a Ja 



f et g : deux fonctions continues 
par morceaux 



Inegalite de la moyenne 



/ ,Jg < Su P r j,, |/| |g| 

./[«,&] l,J ./[«,fc] /,g : deux fonctions continues par 

morceaux sur [a, b] 

[a, b] : intervalle de R 

W <(fo - fl)Sup M 1/1 



Inegalite de Cauchy-Schwarz 




/,g : deux applications continues 
par morceaux [a; b] — > R, on a l'in- 
egalite ci-contre. 

Si 3 (A, p.) e R 2 \{(0, 0)} tel que : 
A/ + Hg = 0, il y a egalite. 



Sommes de Riemann 



b - a 'U, 1 / b - a 

S n = T\ f [a + k 

n J \ n 



k = 0 



/ : [a, b] — ► E : une fonction conti- 
nue 



lim S n = 

h— t+oo 



rb 

n= f 
Ja 



Integration par parties 



rb rb 

/ uv' = [uv] b a — / u'l 
J a J a 



u, v : [a, b] — » E, fonctions conti- 
nues C 1 par morceaux sur [a, b] 
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Integrabilite - Definition 



/ : [a,b] — > R : fonction positive 
continue par morceaux. 

/ est dite integrable sur [a, b] si et 
seulement s'il existe un M € R+ 
pour tout segment / inclus dans 
[a, b], verifiant l'inegalite ci-contre. 



Integrabilite sur un segment 



Soit / une fonction positive continue par morceaux de I dans R. Les 
proprietes suivantes sont deux a deux equivalentes : 

(i) / est integrable sur I. 

(ii) II existe M 6 R+ tel que, pour toute suite croissante de segments 
( Jn)neW dont la reunion est egale a I : Vrc € N* / / < M. 



Theoreme de domination 




(1) 

(2) 


Soient f et g deux fonctions conti- 
nues par morceaux de 1 dans R ve- 
rifiant (1) et si g integrable, alors / 
est integrable sur I et on a l'inega- 
lite (2). 


Exemple de Riemann 


Fonctions de Riemann : 
f(x) = — 


Une fonction de Riemann est inte- 
grable sur [1; +oo[ si et seulement 
si a > 1. 

Une fonction de Riemann est inte- 
grable sur ]0; 1] si et seulement si 
a < 1 . 


Theoreme d’equivalence 



Soient (a,b) 6 R x R tels que a < b, f et g deux fonctions positives 

continues par morceaux de [a,b[ dans R verifiant en b : / ~ g, alors / 

b 

est integrable sur [a , &[ si et seulement si g Test. 



Regie x a f(x) 



Integrabilite en +oo : 

- S'il existe oc €]l,+oo[ verifiant lim x a f(x) = 0 alors / est inte- 

X— t + OO 

grable sur [a, +oo[ avec a > 0. 
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- S'il existe a e] — oo, 1] verifiant lim x OL f(x) = +oo alors / n'est 

x — >-(-oo 

pas integrable sur [a, +oo[ avec a > 0. 

Integrabilite en 0 : 

- S'il existe a 6 ] — oo, 1 [ verifiant lim x a f (x) = 0 alors / est integrable 

x—>0 

sur ]0, a] avec a > 0. 

- S'il existe a € [1, +oo[ verifiant lim x a f(x) = +oo alors / n'est pas 

x—>0 

integrable sur ]0, a\ avec a > 0. 



Relation de Chasles 



n 

II 

+ 

n 


f : une fonction continue par mor- 
ceaux integrable sur un intervalle 
I contennant les intervalles ou- 
verts :]a, b[, ]b,c[ et ] a,c[. 

( a,b,c ) e R 3 


Croissance de I’integration 




f,g : deux fonctions continues et 
integrables sur I 


Fonctions continues a valeurs complexes 


Soit / : I — > C une fonction continue. On dira que / est integrable sur 
I si et seulement si |/| l'est. 


Integrate impropre 


(a, b) 6 R x (R U {+oo}) 

ff 

J a 


f : fonction continue par morceaux 
sur [a, b[ 

On dit que cette integrate im- 
propre converge si et seulement si 
elle admet une limite finie lorsque 
X tend vers b. On note alors cette 

r b , 

integrate / /. 

J a 


Integrate dependant d’un parametre - Definition 


/O) = J i F{x,t) dt 


x : parametre 
t : variable d'integration 
I : intervalle de R 
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Vx 6 A, F(x, •) integrable sur 7 


F : fonction continue sur Ax I ve- 
rifiant l'hypothese de domination : 
Soient /, g : I — > R continues. 

Si w j , alors 

1 g est integrable sur 1 


f : A — > K est continue sur A 
x i — + f F{ x, t) d t 


f est integrable sur J et J f < J g 

Sous ces hypotheses, F verifie les 
relations ci-contre. 



Wx e A 
3F 

F(x, •) et — (x, -)integrables sur 7 

f- 

A — > K est de classe C 1 sur A 

x f— > J F(x, t) d t 

Vx e A, f (x) = J, gf(x,t) df 


F : fonction continue sur Ax I ve- 
rifiant une hypothese de domina- 
tion sur Ax I : 

Soient F, g : I — > R continues. 

Si ^ ^ ^ 8 alors 

est integrable sur I ' 

F est integrable sur 7 et J F ^ J g 

dF . 1 A \ 

dx 

— verifie une hypothese de domi- 
nation sur Ax l. 

Sous ces hypotheses, on a les rela- 
tions ci-contre. 


2.8 Equations differentielles 





ay' + (3y = y (£) 


a, |3,y : 7 — > K des applications 
continues. 

y est une solution de cette equa- 
tion sur / C 7 si et seulement si y 
est derivable sur / et si Vx 6 /, y 
verifie (£). 



Une equation differentielle lineaire du premier ordre est dite normali- 
see ou resolue en \f si et seulement si a = 1. 
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Solution d’une equation differentielle lineaire du premier ordre 



La solution ci-contre est la solution 
de l'equation resolue avec oc = 1 
A : primitive de |3 

_ A B : primitive de ye A 

S — { Ae + Be , A 6 K} La so i u (-i on dg (g) es t SO mme de 

la solution generale de l'equation 
homogene associee a (E) et d'une 
solution particuliere de (£). 



Methode de resolution de £ 



1. Resolution de l'equation homogene associee, solution de la forme 

Ai/oO). 

2. Reinjecter la solution trouvee dans l'equation complete avec la me- 
thode de variation de la constante qui permet de trouver la fonction 
qui verifie l'equation complete. 



Nature de la solution 



L' ensemble des solutions d'une equation differentielle lineaire du pre- 
mier ordre est une droite affine dont la direction est donnee par l'en- 
semble des solutions de l'equation homogene. 



Theoreme de Cauchy-Lipschitz 



Soient U un ouvert de R x R, / : li — > E une application localement 
lipschitzienne par rapport a sa seconde variable et continue, un couple 
(fo/l/o) 6 U. 

Sous ces conditions, il existe une unique solution maximale au pro- 
bleme de Cauchy, c'est-a-dire verifiant : 

| ^ ) — 'y^ (probleme de Cauchy) 

Et possedant en plus les proprietes suivantes (solution maximale) : 

- l'intervalle de definition est un ouvert, 

- toute solution du probleme de Cauchy est une restriction de cette 
solution. 



Equation differentielle du second ordre homogene 



a, |B, y : fonctions continues 1 — > K 
oi\j" + (3y / + yy = 0 y : fonction de / C I dans K solu- 

tion de cette equation 







46 



[1] Mathematiques 



Equation differentielle du second ordre a coefficients constants 




(|3,y) 6 R 2 : coefficients de 

l'equation differentielle 


y" + Py' + yy = 0 
(Ec) : r 2 + |3r + T 


Soit (E c ) l'equation caracteristique 
associee a l'equation differentielle. 
Si cette equation caracteristique 
admet : 

- deux racines distinctes r\ et ri, 
les solutions de l'equation sont de 
la forme Aie riX + A 2 e r2X 

- une racine double r, les solutions 
sont de la forme (Ax + |r)e , ' x 

- deux racines complexes conju- 
guees r = a ± ib, les solutions sont 
de la forme 

(A cos bx + \x sin bx)e ax 


Equation du second ordre avec second membre e yx R(x) 


y" + Py’+yy^e mx P{x) 


(|3,y, m) e K 3 : coefficients 
constants de l'equation differen- 
tielle 

P e K[X] 

L'equation differentielle admet 
une solution de la forme e mx S(x) 
avec S € K[X] : 

- deg S = deg P si m n'est pas ra- 
cine de (£ c ) 

- deg S = 1 + deg P si m est racine 
simple de (E c ) 

- deg S = 2 + deg P si m est racine 
double de (E c ) 


Resolution grace aux series entieres 



Lorsque les coefficients et le second membre de l'equation differen- 
tielle sont constitues par des polynomes, on peut chercher les solutions 
sous la forme de series entieres, on obtient ainsi une relation de recur- 
rence sur les coefficients. Une fois ces coefficients calcules, le rayon de 
convergence determines et, si possible, la somme calculee, on a une 
solution de l'equation differentielle. 





© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



2. Analyse 



47 



Systeme d’equations differentielles du premier ordre 



Soit I un intervalle de 1, B = (b ;);e[i;n] un vecteur de E et 
A = (fl;y),' 6 [ i ;n ] : I — > E une application continue. On appelle systeme 

;'e[l;n] 



d'equations differentielles du premier ordre le systeme : 





yi(0 ' 


\ ( blit) 




H : 


3 inif) / 


/ V b n (t) 



Resolution dans le cas oil A est diagonalisable 



Dans le cas ou A € A4 n (K ), si A est diagonalisable, le systeme homo- 
gene admet une solution du type : 

y = f qe^Vi 

i—1 



A; : valeur propre de A 

Cj : constante liee aux conditions initiales 

Vi : colonne de la matrice de passage de A a la matrice diagonale asso- 
ciee. 



2.9 Series 



Definition 



On appelle serie le couple 

(( u n ), (S n )). 

: somme partielle d'ordre N 
u n : terme general de la serie 



Condition necessaire de convergence 



Une condition necessaire mais non suffisante de convergence d'une 
serie est que lim u n = 0. Si le terme general de la serie ne tend pas 

ft— t + OO 

vers zero, la serie est dite grossierement divergente. 



Changement d’indice de depart 



Soit ^ u n une serie de E et ng 6 N, les series ^ u„ et ^ u„ sont de 

ft^O ft^O w^fto 

meme nature. 
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Serie geometrique 



+ 0O 1 

s = E «» = r^r (1) 
11=0 1 “0 


uq : terme general de la suite de 
rang 0 

u n : terme general de la suite, 
Un = (U 0 ) 

Une condition necessaire et suf- 
fisante de convergence d'une telle 
serie est |uq| < 1. Dans ce cas, la 
serie verifie (1). 



Serie a termes positifs 



Une serie a termes positifs converge si et seulement sila suite des 
sommes partielles est majoree. 



Serie de Riemann 



1^0) 

n>l 


Une serie verifiant (1) est dite de 
Riemann. Une telle serie converge 
si et seulement si : 

a > 1 

+°° X 7t 2 

Valeur remarquable : ^ — = — 



Serie de Bertrand 



+oo I 

y 

n-2 n<X {^ nn )^ 


On appelle serie de Bertrand la se- 
rie definie ci-contre. 

Cette serie converge si et seule- 
ment si : 
a > 1 

a = 1 et |B >1 



Comparaison de deux series a termes positifs 



Vne N : 


u n '■ terme general de la serie S 
v n : terme general de la serie S' 

Si (1) est verifiee et si S' converge. 


0 < Un ^ Vn (1) 


alors S converge. 

Remarque : Si S diverge et (1) est 
verifiee, la serie S' diverge. 
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Regie de d’Alembert 



^ rc +1 



ft— >+oo 



|3 



Soit une serie de terme general u n telle que 

- Si (3 < 1 la serie de terme general u n converge ; 

- Si (3 > 1 la serie de terme general u n diverge grossierement ; 

- Si (3 = 1 on ne peut rien dire de la nature de la serie. 



Regie de Cauchy 



Soit une serie de terme general u n reel positif telle que ^/u n > |3 : 

ft— >+oo 

- Si (3 < 1 la serie de terme general u n converge ; 

- Si (3 > 1 la serie de terme general u n diverge grossierement ; 

- Si (3 = 1 on ne peut rien dire de la nature de la serie. 



Series de meme nature 



Soit £ u n et £ v n deux series reelles a termes positifs telles que, au voi- 
sinage de +oo, v n ^ 0, et u n ~ v n . Alors, on a egalement u n ^ 0 au voi- 
sinage de H-oo et les deux series sont de meme nature (elles convergent 
ou divergent en meme temps). 



Serie alternee 



+oo 

^ u n 
n=p+ 1 




Une serie de terme general u n 
est dite alternee si et seulement 
si la suite (— 1 ) n u n est de signe 
constant. 

Une telle serie converge si : 

1. lim u n = 0 

ft— t + OO 

2. la suite (|w«|)„eN est decrois- 
sante. 

Sous ces hypotheses, la serie veri- 
fie la relation ci-contre. 


Critere de Cauchy 


Ve > 0, BN e f* 
N ^ p < q ==>• 


J, V(p, q) E N 2 : 

1 q 

Y, Un ^ £ 

|ft=p+l 


Le critere ci-contre est une condi- 
tion necessaire et suffisante de 
convergence pour une serie dans 
un espace de Banach (fC-espace 
vectoriel norme complet). 
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Formule de Stirling 






n € N 

La formule de Stirling fournit un 
equivalent simple de n\ en +oo. 



Convergence absolue - Semi convergence 



Une serie est dite absolument convergente si et seulement si la serie 
de terme general \ u n \ converge. 

Une serie alternee est dite semi-convergente si et seulement la serie 
de terme general u n converge alors que celle de terme general | u n j di- 
verge. 



Series doubles - Interversion des sommations 



Soit une suite double d'elements de IK : (« P(? ) ( p n)epp que l'on suppose 
sommable (c'est-a-dire 3 M € R+ /V/ C N ^ « p(? ^ M), alors : 

pej 

qej 

/ +oo \ 

l.Vq € N, Y iip r q est convergente et la serie Y Y U V 4 estconver- 

pj: 0 q^O \p= 0 / 

gente. 



2. Vp € N, Y Up r q est convergente et la serie Y Y 



q^O 



convergente. 

3- Y “M = H ( X U P'1 ) = Y ( Y M P<<? ) ■ 



p^O \q=0 






est 



(p,<;)eN 2 



p = 0 \q = 0 



q = 0 \p=0 



Produit de Cauchy 




On appelle produit de Cauchy des 
deux series de terme general u n et 
v n la serie dont le terme general 
verifie (1). 

Si les deux series de terme general 
u n et v n sont absolument conver- 
^ 2 ) gentes, alors la serie w n est elle 
aussi absolument convergente et 
verifie (2). 
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2.10 Series entieres 



Serie entiere 



+ 2 P S(z) : somme de la serie entiere 

S( z ) = a n z n a n : coefficient de la serie entiere 

n = 0 z : variable de la serie entiere 



Rayon de convergence - Definition 



La borne superieure de l'intervalle 
+oo I dans R est appelee rayon de 

f = {r 6 R+/ ^ converge} convergence de la serie on 

n =° le note R = Sup I. 



Serie entiere somme 



Soient deux series entieres ^ a n z n et ^ b n z n , on appelle serie entiere 
somme la serie ^ ( fl « + b„)z n . 

rCz 0 

Soit R a et R [ , les deux rayons de convergence respectifs de ces deux 
series, on a R H+b ^ min(l? fl , R ; ,) (avec egalite si R a ^ R b )- 



Lemme d’Abel 



Soit rg > 0, si la suite ( \a n \ rjj )„ e ^ est majoree, alors Vr e [0, rg [ la serie 
£ j a n | r n est convergente. 



Derivation d’une serie entiere 



S : serie de terme general a n x n 
+00 S' : derivee de la serie S 

S'(x) = T (n + l)a n+l x n La serie derivee a le meme rayon 

w “q de convergence que la serie a deri- 

ver. 



Integration d’une serie entiere 




La serie des integrates a le meme 
rayon de convergence que la serie 
integree. 
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Developpement en serie entiere d une fonction 



Une fonction / : K — > R est dite developpable en serie entiere autour 
d'un point xg 6 R si et s'il existe une serie entiere ^ a n x n de rayon de 

ri^ 0 



convergence R > 0 telle que : 

+oo 

Vx e]x 0 -R;x 0 + R[,f(x) = £fl„(x-x 0 )" 

n = 0 

Le developpement en serie entiere est unique. 



Developpement en serie entiere d’une fraction rationnelle 



Une fraction rationnelle R est developpable en serie entiere autour de 
0 si et seulement si 0 n'est pas un pole de cette fraction rationnelle. Le 
rayon de convergence du developpement en serie entiere est alors egal 
au plus petit module des poles complexes de la fraction rationnelle. 



2.11 Suites et series duplications 



Convergence simple - Definition 



Ve > 0,Vx 6 D, 3ng e N, Vw ^ ng : 

\fn(x)-f(x)\ < £ 


(/„ : X — > E), !6 n : suite duplica- 
tions 

E : un K-espace vectoriel norme 
/ : limite de la suite d'applications 
dans D (domaine de convergence) 
D : domaine de convergence 


Convergence uniforme - Definition 


Ve > 0, 3tig e N, Vx e D,Vn > ng : 
\fn(x)-f(x)\ < £ 


(J n : X — > E), !6 n : suite d'applica- 
tions 

E : un K-espace vectoriel norme 
/ : limite de la suite d'applications 
dans D (domaine de convergence) 


Convergence uniforme et convergence simple 



Si (fn)neN converge uniformement vers / sur X , il y a egalement 
convergence simple de (/n) n eN vers / dans ce meme domaine. 
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Propriety de la convergence uniforme 



Si les fonctions f n sont continues (respectivement admettent une li- 
mite en a), alors la limite uniforme (si elle existe) de ces fonctions / est 
continue (respectivement admet une limite en a). 



Convergence uniforme et integration sur un segment 



(/„ : X — y E)„ 6 n : suite duplica- 
tions continues convergeant uni- 
formement vers / sur X. 

E : un K-espace vectoriel norme 
/ : limite de la suite duplications 
Sous ces hypotheses, / verifie les 
proprietes enoncees ci-contre. 



Convergence uniforme et derivation 


(/n)neN converge uniformement 
sur tout segment de I vers / 

/ est de classe C 1 sur I 

f'=g 


(f n : X — > E)„ 6N : suite d'applica- 
tions C 1 convergeant simplement 
vers / sur X 

(fh)ne N : converge uniformement 
vers une application notee g 
Sous ces hypotheses, / verifie les 
proprietes enoncees ci-contre. 



Soit (f n : X — > E) ne j^ une suite d'applications C 1 surX convergeant 
simplement vers / sur X. 



Soit (/') une suite de fonctions qui converge uniformement sur 
tout segment de X vers une application g. 

Soit / la limite de la suite d'applications verifiant les hypotheses pre- 
cedentes. Sous ces hypotheses, on a / de classe C 1 sur X et /' = g. 



f est continue sur [a, b] 



converge dans E 

N 

rb rb 

/ /= lim / fn 

Ja n^+ooj a 
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Theoreme de convergence monotone 



Vn 6 N, f n est continue par mor- 
ceaux et integrable sur I. 

(fn)neN verifie une hypothese de 
monotonie : Vn eN,/ n ^ fn+1- 
(fn) n€ N converge simplement sur 
„ „ I vers une application notee / 

/ = Sup H6 p,j / /« = lim / f n continue par morceaux sur I. 

Ji n— »+oo Jj Sous ces hypotheses, / est inte- 

grable si et seulement si la suite 

et verifie alors les pro- 

h6N 

prietes ci-contre. 



Theoreme de convergence dominee 



Vn 6 N, f n est continue par mor- 
ceaux sur I. 

(fn) n€ N converge simplement sur 
I vers une application notee / 
continue par morceaux sur I. 

(fn),,; M verifie une hypothese de 
domination : Vn E N, \f n \ V 
cp ou cp est une fonction conti- 
nue par morceaux positive et inte- 
grable sur I. 

Sous ces hypotheses, / verifie la 
propriety ci-contre. 



Premier theoreme de Weierstrass 



Pour toute application continue / : [a; b] — > IK, il existe me suite (P„ : 
[a; b\ — > K) n6 jj de polynomes convergeant uniformement vers / sur 
[a; b\. 



Deuxieme theoreme de Weierstrass 



Pour toute application continue / : R — > IK et T-periodique, il existe 
une suite (T n : [a; b] — ► K) nG N de polynomes trigonometriques conver- 
geant uniformement vers / sur R. 



// = lim [fn 
JI n-*+oo Ji 
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Series d’applications : convergence simple - Definition 



On dit qu'une serie duplications converge simplement si et 

seulement si la suite des sommes partielles (S n (x))„ € ^, avec 
n 

S„(x) = 52 fk(x), converge simplement. 
k = 0 



Series d’applications : convergence absolue - Definition 



On dit qu'une serie d'applications converge absolument si et 
seulement si la suite des sommes partielles (S n (x))„ e j^, avec 

n 

S„(x) = 52 IIAMI!/ converge absolument. 
k = 0 



Series d’applications : convergence uniforme - Definition 



On dit qu'une serie d'applications converge uniformement si et seule- 
ment si la suite des sommes partielles (S n (x)) ne ^, avec S„(x) = 

n 

52 fk{ x )r converge uniformement. 
k = o 



Series d’applications : convergence normale - Definition 



On dit que 52 fn converge norma- 

n 

lement et seulement si elle verifie 
la propriete ci-contre. 



Convergences normale, uniforme et simple 



La convergence normale entraine la convergence uniforme qui elle- 
meme entraine la convergence simple. 



Convergence uniforme - Limite et continuity 



Si 52 fn converge uniformement sur X et si Vn 6 N,/„ est continue en 

n^O 

a (respectivement admet une limite en a), alors 52 fn est continue en 

n^O 

a (respectivement admet une limite en a). 



3w 0 £ N : 

52 ll/rc I loo converge 
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Convergence uniforme et integration sur un segment 



52 fn est continue sur [a, b] 

ti=0 (/«) n6 P} : serie d'applications avec 

f n continue sur [a, b] 

/ b \ +00 

52 ( [ fn{x)dx) converge dans £ L /» conv e r g e uniformement sur 
n^O / w =0 

[«/ 

Sous ces hypotheses, la serie de 
rb / +oo \ +oo fonctions verifie les proprietes ci- 

/ £/nW /„(x)dxcontre. 

J d V o / n J & 



n=0 " 



Convergence uniforme et derivation 



52 /« 


converge 


uniformement 


n^O 


sur tout segment I 


+oo 






Y f n est de classe C 1 sur I 


n = 0 








( + °° \ ' 


+00 




E/» 


= I fn 




\«=0 / 


h=0 



52 /« : serie d'applications 

convergeant simplement sur I 
f n : I —* E de classe C 1 
52 converge uniformement sur 

n^O 

tout segment de L 

Sous ces hypotheses, f n et f' n veri- 

fient les proprietes ci-contre. 



Integration sur un intervalle quelconque des fonctions 



52 fn est integrable sur I 



n = 0 



J, 



+ O0 

E fr 

n = 0 



+oo r 

L ,\M 

n= J 1 

/* ~ i - uu ~ i - OO /• 

J E /" = E J fn 

J 1 m— n m— n J 1 



n= 0 " 



52 CM : serie d'applications 

convergeant simplement sur I 
f n ■ I —* E : fonction continue par 
morceaux sur I 

52 / \f n \ converge 

nb>0 Jl 

Sous ces hypotheses, f n verifie les 
proprietes ci-contre. 
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2.12 Series de Fourier 



Coefficients de Fourier exponentiels 




c n : coefficient de Fourier exponen- 
tiel 

/ : fonction 27t-periodique conti- 
nue par morceaux a valeurs com- 
plexes 
n € Z 


Coefficients de Fourier trigonometriques 



l r 2n 

a n{f) = - f(x)cos(nx)dx 
7t Jo 



1 r 2TC 

b n (f) = - J f{x) sin(nx) dx 



a n : coefficient de Fourier trigono- 
metrique en cosinus 
b n : coefficient de Fourier trigono- 
metrique en sinus 
/ : fonction dont on souhaite obte- 
nir les coefficients de Fourier 
Lorsque la fonction / est paire 
(respectivement impaire), les co- 
efficients b n (respectivements a n ) 
sont nuls. 



Theoreme de Dirichlet 



Si / est de classe C 1 par morceaux et 27t-periodique, pour tout reel x, 
on a l'egalite suivante : 

+ 00 _ - +oo +oo 

^( x ) = c nS mx = + 52 a nCOsnx+ J2 b n sin nx 

n=—oo n= 1 n = 1 

S{x) = \ (/( x “)+/( x+ )) 

Dans ce cas, il y a convergence simple de la serie vers S(x). 



Egalite de Parseval 



Si / est continue par morceaux, on a l'egalite suivante : 



1 

27T . 



/ 1 / 0)1 

Jo 



dx = 



/o 



+oo 



+ L 



' + I 



n = 1 



Convergence normale 



Si / est continue et de classe C 1 par morceaux sur R, la serie de Fourier 
de / est normalement convergente sur R et a pour somme /. 
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2.13 Fo net ions de plusieurs variables 



Derivee partielle 



a/ 



D //( fl ) = ^r(«) =lim 



/(ai, ...,aj + t,...,a n ) - f(a\, ...,a n ) 



t-> o 



/ : une fonction de plusieurs variables. 

On definit ci-dessus la derivee partielle par rapport a la variable Xj (sa 
j e variable) de la fonction / en un point a = ( ai,...,a n ). 



Derivee selon un vecteur 



On dit que / admet une derivee en a selon un vecteur v que l'on note 
ct f(a) si et seulement si la limite suivante existe : 

}imy (/(« + f») -/(«)) 

Si elle existe, cette limite est dp / (a). 



Theoreme fondamental 



Soit U un ouvert de RP, si / : li — > R" est de classe C 1 sur RP, alors 
/ admet en tout point a de RP, une derivee selon tout vecteur h et 



D hf(a) = L h pjf( a )- 

j= 1 



Gradient 



g rad /=(g ( x,y),|( X ,y)) 


f : U — > R : fonction de classe C 1 
sur U 

U : ouvert de R 2 
grad / : gradient de / 

Alors : D v f(a) = (grad/ (a)) ■ v 


Differentielle d’une fonction de deux variables 


df = ^ dx + ^ dy 
J dx dy 


f : U —> R : fonction de classe C 1 
sur U 

U : ouvert de R 2 


Applications de classe C k 



On dit que / est de classe C k , avec k 6 N* sur U si et seulement si / 
admet des derivees partielles successives sur U jusqu'a l'ordre k et ce, 
quel que soit l'ordre de derivation, et chacune de ces derivees partielles 
est continue sur U. 
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Theoreme de Schwarz 



a 2 / _ a 2 / 



dxjdxj dx{dx; 



f : fonction C 2 sur ] 



Point critique 



Soit U un ouvert de R 2 , a 6 U et / : U — > R une fonction de classe C n . 
On dira que a est un point critique pour / si et seulement si toutes les 
derivees partielles de / existent et s'annulent en a. 



Extremum local 



On dira que / : U — > R 2 admet un extremum local sur X C If en un 
point a 6 X si et seulement si Vx 6 X, f{x) si f(a) (f admettant alors 
un maximum en a) ou Vx 6 X, f(x) ^ f(a) (/ admettant alors un 
minimum en a). 



Theoreme des fonctions implicites 



Soient x = (xi,X 2 ) € U, ou U est un ouvert de R 2 , / : U — > R une 

f) f 

fonction de classe C k sur U telle que f(x) = 0 et -^—(x) ^ 0, alors il 

existe deux intervalles ouverts / et K respectivement centres en x\ et X 2 
tels qu'il existe une unique fonction de classe C 1 , cp : / — > K telle que : 

V(x,y) e/xX,(/(x,y) = 0<^y = cp(x)) 



3. Geometrie 

3. 1 Courbes du plan 



Point regulier - Point biregulier 



Un point M(f) est dit regulier si et seulement s'il verifie f' (t) ^ 0 ; il 
est dit biregulier si et seulement si la famille ( )) est libre. 
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Tangente - 


- Definition 


M 0 P = Af'(f 0 ) 


Si ('(to) 7^ 0, la tangente en un 
point M de coordonnees t 0 est 
l'ensemble des points P verifiant la 
propriety ci-contre avec A G R. 

Si cette limite n'existe qu'en 
tg (respectivement en tg), on 
dira que la courbe admet une 
demi-tangente en M(fg‘) (res- 
pectivement en M(f q)). Si les 
limites en tg ) et en tg sont dif- 
ferentes, la courbe admet deux 
demi-tangentes en M. 


Position d un arc par rapport a la tangente 


Dans les figures ci-dessous, /W(fo) et /(*?)({ 0 ) represented les deux 
premiers vecteurs derives non nuls. 


t)j 




M(t) f"(t) 


— wj y 


p impair, q pair : allure generale 


p impair, q impair : point d'in- 
flexion 




/ / 
/ / 

/ f m (t ) 


M(t)j fifift) 


/ 

S 


p pair, q pair point de rebrousse- 
ment de seconde espece 


p pair, q impair : point de rebrous- 
sement de premiere espece 
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Branche infinie - Definition 



On dit que la courbe V admet une branche infinie en fg si et seulement 

si I*™ ll/WII = +°°- 

‘to 



Direction asymtotique - Asymptote 



Si la branche infinie forme un angle 0o par rapport a l'axe des abscisses, 
pour savoir s'il s'agit d'une asymptote ou d'une direction asympto- 
tique, on etudie la limite : 

Y= lim psin(0 — 0n) 

0^0o 

Si cette limite vaut +oo, il s'agit d'une direction asymptotique, si la 
limite vaut 0, il s'agit d'une asymptote, si la limite vaut b avec b 6 R, 
la droite d'equation y = 0gx + b est asymptote a la courbe. 




Branche parabolique 



O dira que la courbe V admet une branche parabolique quand t tend 
vers t o si cette meme courbe admet une direction asymptotique quand 
t tend vers tg mais pas d'asymptote. 



Symetries 



Soit cp : t i— > cp (t) une fonction de changement de parametrage. On 
donne ci-dessous les symetries classiques qui permettent de limiter 
l'intervalle d'etude de la courbe : 

I x(<p(t) = x(t) 

1 y(<p(f) = y(t) 



Identite 
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1 


<< f-i 

II II 
1 1 




II II 


i 


x(cp(t) = -x(f) 

. y(<p(f) = y(f) 


1 


I| 



Symetrie par rapport a l'origine 



Symetrie par rapport a la premiere 
bissectrice 



Symetrie par rapport a l'axe des 
ordonnees 



Symetrie par raport a l'axe des 
abscisses 



Coordonnees polaires 



p = sjx 1 + y 2 
X = p cos 0 
y = p sin 0 




Equations en coordonnees polaires 



La droite : 
P = 



A cos 0 + psin 0 



Le cercle : 




P = 


A cos 0 + psin 0 


Conique dont le foyer est a l'ori- 


gme : 




P = 


P 

1 + ecos(0 — cp) 



(A, p) 6 R 2 

Cette equation represente la 
droite d'equation cartesienne 
Ax + py — 1 = 0. 

(A, p) 6 R 2 

Cette equation represente le cercle 
centre en O d'equation cartesienne 
x 2 + y 2 — Ax — py = 0. 

p : parametre de la conique 
e : excentricite de la conique 
0 : angle polaire 
cp : phase 
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Branches infinies - Definitions 



Si lim p = 0, on dit que O est un point-asymptote de la courbe. 

0 — >±oo 

Si lim p = a, on dit que le cercle de centre O et de rayon \a\ est un 

0 — >±oo 

cercle-asymptote a la courbe. 

Si lim p = ±oo, on dit que la courbe admet une branche-spirale. 

0 — >±00 

Si la branche infinie forme un angle 0o par rapport a l'axe des abscisses, 
pour savoir s'il s'agit d'une asymptote ou d'une direction asympto- 
tique, on etudie la limite : 

Y= lim psin(0 — 0n) 

e *00 

Si cette limite vaut +oo, il s'agit d'une direction asymptotique, si la 
limite vaut 0, il s'agit d'une asymptote, si la limite vaut b avec b 6 R, 
la droite d'equation y = 0 qx + b est asymptote a la courbe. 



Symetries 



Soit T la periode de p (c'est-a-dire p(0 + T) = p(0)). S'il existe T' tel 
que p(0 + T') = — p(0), T' est appele antiperiode de p. 



p(-0) = p(0) 



P(a- 0 ) = P(a) 



p( 0) — — p(0) 



P(a- 0 ) = -P(«) 



Symetrie par rapport a l'axe des 
abscisses. On fait varier 0 dans 
[0; +oo[ avant d'effectuer la syme- 
trie. 



On fait varier 0 dans ;+o°^ 

puis on effectue la symetrie par 
rapport a la droite passant par O 
et d'angle polaire a/2. 



Symetrie par rapport a l'axe des 
ordonnees. On fait varier 0 dans 
[0; +oo[ avant d'effectuer la syme- 
trie. 



On fait varier 0 dans — ;+oo|^ 

puis on effectue la symetrie par 
rapport a la droite passant par O 
,, ..an 

et d angle polaire — + — . 
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3.2 Proprietes metriques des courbes 



Abscisse curviligne 


Vf e l,s(t) = f ||/'(«)||d« 

J to 


f : 1 M(f) 
s : 1 1 — ► s(f) 


Longueur d’un arc 


kab)= [ b \\fmdt 

J a 


l(AB) : longueur de l'arc AB 


Rayon de courbure - Courbure 


_ ds 
= 

i 

y= r 


R : rayon de courbure 
s : abscisse curviligne 
a = (i,T) ou T est le vecteur tan- 
gent 

y : courbure au point M(f) 
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Chapitre 




Physique 



0. Elements de mathematiques 

0.1 Differential les 



Developpements limites 



Soit f : x i— > f{x), alors f(x + &x) = f(x) + bxf'(x) + f" (x) + 



Differential le d’une fonction de plusieurs variables 



Soit / une fonction des variables x et y, alors : 




On peut etendre cette definition de d / pour une fonction de n va- 
riables. 

On a par definition du gradient : 

df = (grad/) ■ dM 
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Theoreme de Schwarz 



d 2 f{x,y) = d 2 f{*, y) 

dxdy d ydx 



(les derivees croisees d'une fonction C 2 sont egales) 



0.2 Equations differentielles 



Equation de relaxation 


y(t) yW \ 

y'it) + = y (ou y est 

T \ 

une constante). Sa solution est 

y{t) = yx + (y( 0) - yx e~ t//T . 


t ’ 


Equation de I’oscillateur harmonique 


y(t) A t 

y"(t) + ujQy(f) = 0. Sa solution est 

y(t) = Acos(u>of) + tisin(a)ot) ou 
y{t) = 6cos(tu 0 f + <p) 


w 


Equation d’un systeme explosif 


y(t) 

y"(t) — «Jq 1/(0 = 0. Sa solution est 

y(t) = Ach(a>of) + iJ.sh(u>of) 


t ‘ 
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Equation de diffusion 



= DA y. Les solutions dependent des conditions aux limites et des 

conditions initiales. On la resoud generalement en regime permanent 
ou la solution est sinusoidale. 




a y"(t) + by'{t) + cy(t) = g(t) 



Le discriminant de son equation caracteristique ((E c ) nr 2 + br + c = 0) 
est A = b 2 ~ Aac. Soient r\ et r 2 les deux racines de cette equation ca- 
racteristique. 

Dans un premier temps, interessons nous au cas ou g(t) = y, une 
constante. 

y(t) 

Si A > 0, les deux racines r\ et sont 
reelles, la solution est du type aperiodique : 

y(f) = Ae riJ + [ie r2,t + y - 



t 




Si A < 0, les deux racines de l'equation 
caracteristique sont complexes conjuguees, 
la solution est alors pseudo-periodique : 

y(t) = (Acos(pf) + (i.sin(pt))e“ f + — 

avec a et p respectivement partie reelle et 
partie imaginaire de iq 
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y(t) 

Si A = 0, le regime est critique, l'equation 
caracteristique admet une racine double. 

La solution est : y(t) = (At + |i)e’’ lf + — 



t 

Si g(t) est une excitation sinusoidale, on resout en complexes en posant 
y(t) = Y_e ,u>t pour obtenir une solution particuliere. 

0.3 Coniques 




Equation polaire d’une conique avec origine au foyer 



r : distance du point courant a 
l'origine 
0 : angle polaire 
p : parametre 
e : excentricite 



Nature de la conique 


- une ellipse si0<e=^<l — — — — ^ 


O 


^ ► 



- une parabole si e — 1 





- une hyperbole si e > 1 




Aire d’une ellipse 





S = nab 



S : surface de la conique 
a : demi grand axe 
b : demi petit axe 
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1. Electronique 

1.1 Lois generates 



Loi de Pouillet 




k 



i : intensite du courant dans le 
circuit 

E : tension delivree par le gene- 
rateur 

R k : resistance k du circuit 




Loi des mailles 



La loi des mailles sur la maille ci- 

n 

contre s'ecrit : ^ = 0 

k= l 



u 3 




Theoreme de Millman 



u, 



Le theoreme de Millman applique 
en N donne : 

n v 

X ^k ■ u k + X h 

k = l i=l 

“= n 

I G k 
k = 1 
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Theoreme de superposition (Helmholtz) 



Dans un reseau de dipoles lineaires comportant n sources, la tension 
aux bornes de chaque dipole est la somme algebrique des tensions qu'il 
y aurait aux bornes de ce dipole si une seule source autonome fonction- 
nait. De meme, l'intensite dans une branche d'un circuit est la somme 
des intensites qui regneraient dans la branche si une seule source au- 
tonome fonctionnait. 

1.2 Regime variable 



Puissance regue par un dipole 



p{t) =u(t)i(t) 

1 rT 

<p>= - J p{t)dt 

^ P ^sinusoidal ^eff^eff *-t)S 



On se place en convention recep- 
teur. 

pit) : puissance instantanee regue 
par le dipole 

< p > : puissance moyenne regue 
par le dipole 

u{t) : tension aux bornes de ce di- 
pole 

i(f) : intensity traversant le dipole 
li e ff : tension efficace aux bornes 
du dipole 

I eff : intensite efficace traversant le 
dipole 

cp : dephasage entre la tension et 
l'intensite tp = arg ZouZ est l'im- 
pedance complexe 



Impedance complexe et phase des composants usuels 



Z = R 



Z = jLw 



cp = 0 




Resistance : 



Bobine : 
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Condensateur : 
z = 

]C cu 

71 


Z : impedance 
R : valeur de la resistance 
C : capacite du condensateur 
L : inductance de la bobine 
cu : pulsation 

cp : dephasage de u par rapport a i 


Fonction de transfert 


fiO'aO = f 


H(j cu) : fonction de transfert 
s : signal de sortie 
e : signal d'entree 


Gain en decibels - Phase 


H(a>) = |H(/cu)| 
G dB = 20 log \H(jiv) 
tp = arg H 


H( cu) : gain 

G dB : gain en decibels 

H(j cu) : fonction de transfert 

cp : phase (avance de la sortie sur 

l'entree) 



Diagramme de Bode 



Le diagramme de Bode en gain (respectivement en phase) consiste a 
representer le gain en decibel (respectivement la phase) en fonction de 

log — ou de log tu. 

U ) 0 



Filtre passe-bas du premier ordre 



G (dB) 


log(co) 




log(co 0 ) 



H( o.) = 




„ . (X) 

1 + ] — 
m 0 
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G (dB) 


m 


log(to) 




log(o)„) 

/ 



Filtre passe-haut du premier ordre 



H 0 j 

H(w) = ^ 

1 + j — 

u> 0 




Filtre passe-bas du deuxieme ordre 




Filtre passe-haut du deuxieme ordre 
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H(a,) 




„ . (V \ . cu 

1+ + 



Filtre passe bande du deuxieme ordre 




1.3 Montages avec amplificateur operationnel 



Generalites 



Pour un amplificateur operationnel ideal en regime lineaire : 

_ £ = y + _ = o <=> H < Vsat. 

- Si £ < 0, ug = — V sa t, si £ > 0, Mg = V sa t : on est en regime sature. 

- L'intensite entrant par les bornes + et — est nulle. 



Suiveur de tension 



mhn 



« s = «e 
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Comparateur simple 



8 


\ 


>00 








+ 




U 2 








u 




rutin 



Si Ml > «2, M S = +^sat 
Si Mi < M 2/ M S = - Vgat 
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Integrateur theorique 




■ -L /' 

RC Jt 0 



“s = 



f u E (f) dt + u s (t 0 ) 
Jtn 



Derivateur theorique 




u s = -RC^ 
b dt 



Comparateur a hysteresis 





|>00 




E l 












« 1 



Ri 



mfm 



Ri 






sat 



- Si Ug — + Vg a t =$■ £ > 0 => Wp; < 

i<l + 2 

- Si M S = - V sat £ < 0 => M E > - Rl V sa t 

i< 1 + i<2 



-Si Wp G 



Rl -Vsat, n Rl n Vsat 



(“S = ±^sat) 



R l + 1?2 R 1 R 2 



alors le montage est bistable 
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Sommateur inverseur 




l k = 



“E t 



U S = -R 2 £ 



M E* 



k R lk 



2. Thermodynamique 

2,7 Gaz parfait 



Equation d’etat 


pV = nRT 


p : pression du gaz 
V : volume du gaz 
R = AT ■ k : constante des gaz par- 
faits 

T : temperature 
n : quantite de matiere 


Vitesse quadratique moyenne 


1 2 3, 

-mu 2 = -kT 

2 2 


m : masse atomique du gaz 
u : vitesse quadratique moyenne 
k : constante de Boltzmann 
T : temperature 
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Coefficients thermoelastiques 



a : coefficient de dilatation isobare 
|3 : coefficient d'augmentation de 
pression a volume constant 
Xt ■ coefficient de compressibility 
isotherme 
p : pression 
T : temperature 
V : volume 



Relation entre les coefficients thermoelastiques 



a = p(3xr 



Modele de Van der Waals 



a, b : constantes positives 
n : quantite de matiere 
n 2 a \ V- pression 

p H T (V - nb) = nRT T : temperature 

^ / V : volume 

nb : covolume 

R : constante des gaz parfaits 




2.2 Premier et second principes de la thermodynamique 



Premier principe 


All = W + Q 


A U : variation d'energie interne 
W : transfert mecaniques regus par 
le systeme 

Q : transferts thermiques vers le 
systeme 
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Travail reversible des forces de pression 


rV f 

W = - / p dV 

JVi 


W : travail des forces de pression 
V, : volume initial 
V f : volume final 

p : pression 

Si la transformation est isobare, 
alors :W = —pAV 


Enthalpie 


H=U + pV 


H : enthalpie 
U : energie interne 
p : pression 

V : volume du systeme 
L'enthalpie est une fonction d'etat. 


Premiere loi de Joule pour un gaz parfait 


dll = Cy dT 


dll : variation d'energie interne 
Cy : capacite thermique a volume 
constant 

dT : variation de temperature 
Cv ’(^)v 

Autre formulation : U ne depend 
que de T 


Seconde loi de Joule pour un gaz parfait 


d H = C p dT 


dH : variation d'enthalpie 

Cp : capacite thermique a pression 

constante 

dT : variation de temperature 
*-(§?), 

Autre formulation : H ne depend 
que de T 
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Gaz parfait monoatomique 



U : energie interne 
H : enthalpie 
n : quantite de matiere 
R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 



Bilan sur les ecoulements permanents 



O 2 + e k2 + pgz 2 ) - (h + e kl + p gzi) = + q m 



U= -nRT 
2 

H = InRT 
2 




Cette relation est aussi appelee 
relation de Zeuner. 

On indexe par 1 et 2 les grandeurs 
relatives au fluide respectivement 
en amont et en aval de la machine. 



hj : enthalpie massique 
e k . : energie cinetique massique 
p gZj energie potentielle de pesan- 
teur massique 

w m : travail regu par 1'unite de 
masse de fluide qui traverse la ma- 
chine 

q m : transfert thermique regu par 
1'unite de masse de fluide qui tra- 
verse la machine 




etat final 
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Detente de Joule-Kelvin 


XU 


h i + e kl — h 2 + e kl 

En ecoulemement lent (e k . <C hj), 
la detente est isenthalpique (h 2 = 
hi). 


Rapport des capacites thermiques 


c p , 
7 = > 1 


r yR 

Lp ~ y - 1 

Cv = ^ 
y- 1 

R : constante des gaz parfaits 
y : rapport des capacites ther- 
miques 


Second principe - Entropie 


dS — H - ^^in-ev 


S : entropie 

Q : transferts thermiques vers le 
systeme 

Ti : temperature de surface du 
systeme 

6Si rrev > 0 : creation d'entropie 
L'entropie est une mesure statis- 
tique du desordre 


Identites thermodynamiques 


dti = TdS-pdV 
d Hm TdS + Vdp 


d U : variation d'energie interne 
d H : variation d'enthalpie 
dS : variation d'entropie 
p : pression du gaz 
V : volume du systeme 
T : temperature 







(c) Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



2. Thermodynamique 



81 



p V y = csfei 
T V't' -1 = cste 2 
T T p l ~ y = csteo, 



Lois de Laplace 



Ces lois decrivent revolution des 
parametres thermodynamiques 
pour une transformation isentro- 
pique (adiabatique reversible) de 
gaz parfait. 
p : pression du gaz 
V : volume du systeme 
T : temperature 
y : rapport isentropique 



2.3 Changements de phase d’un corps pur 



Diagramme d’etat 




Le point C est le point critique au dela 
duquel on ne fait plus la difference entre 
la phase liquide et la phase vapeur (etat 
fluide). 

Le point T est le point triple ou toutes les 
phases coexistent. 
p : pression 
T : temperature 



Nomenclature des changements de phase 



sublimation 



solide 



fusion 

solidification 



vaporisation 

liquide vapeur 

liquefaction 



condensation 
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Diagramme d'equilibre liquide-vapeur 





Titre de vapeur - Titre de liquide 



m v 


LM 


x v — — 

m 


Tv 


m\ 


MV 


x { = — = 
m 


Tv 



x\ : titre massique de liquide 

x v : titre massique de vapeur 

ni\, m v : masse de liquide et de vapeur 

LM, LV, MV : distance LM,LV,MV 

mesurees sur un des deux diagrammes 

d'etat precedent. 

On a egalement la relation : 

x { + x v = 1 



Expression des fonctions d’etat 



U = X\U\ + X2«2 

h = x\h\ + *2^2 

S = X\Si + X 2 S 2 



Xj : le titre massique du corps pur dans 
la phase i 

Ui,hj,Sj : l'energie interne massique, 
l'enthalpie massique et l'entropie mas- 
sique du corps dans la phase i 
u, h, s : l'energie interne massique, l'en- 
thalpie massique et l'entropie massique 
du corps 
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Chaleur latente 



h-*2 = ^2 — = T( S2 — Si) 



1 1^,2 '■ chaleur latente massique de pas- 
sage de la phase 1 a la phase 2 
hj : enthalpie massique du corps dans la 
phase i 

S{ : entropie massique du corps dans la 
phase i 

T : temperature de ccexistance des 
phases 



Relation de Clapeyron 



W—>2 = T{v 2 -v i) 



dp 

8T 



Zi 5.2 : chaleur latente massique de pas- 

sage de la phase 1 a la phase 2 
Vi : volume massique du corps dans la 
phase i 
p : pression 

T : temperature de changement d'etat 



2.4 Machines thermiques 



Machines dithermes 


T c T f 

\Qc Of/ 

^achin^ 

1 w 


Tq : temperature de la source chaude 
Qq : transfert thermique algebrique de 
la source chaude vers la machine 
Tp : temperature de la source froide 
Qp : transfert thermique algebrique de la 
source froide vers la machine 
W : transfert mecanique regu par la ma- 
chine 


Premier et second principes appliques sur un cycle 


All = 0 
AS = 0 


Sur un cycle, la variation d'energie in- 
terne (U) et d'entropie (S) est nulle 
(fonctions d'etat). 









84 



[2] Physique 



Inegalite de Clausius 


Qc Of ^0 

T c T P " 


(Second principe applique a la machine) 
Tq : temperature de la source chaude 
Qc : transfert thermique algebrique de 
la source chaude vers la machine 
Tp : temperature de la source froide 
Qp : transfert thermique algebrique de la 
source froide vers la machine 


Efficacite de Carnot du moteur ditherme 


ec = 1 - 

T C 

e ^ e c 


ec ■ efficacite de Carnot (machine rever- 
sible) 

Tq : temperature de la source chaude 
Tp : temperature de la source froide 
e : efficacite reelle 


Efficacite de Carnot du refrigerateur ditherme 


C T C - Tp 
e ^ e c 


er : efficacite de Carnot (machine rever- 
sible) 

Tc : temperature de la source chaude 
Tp : temperature de la source froide 
e : efficacite reelle 


Efficacite de Carnot de la pompe a chaleur 


Tc 

£C T c - T f 
e ^ ec 


er ■ efficacite de Carnot (machine rever- 
sible) 

Tc : temperature de la source chaude 
Tp : temperature de la source froide 
e : efficacite reelle 


Representation du cycle 


P 


o 


Le transfert mecanique recu par la ma- 
chine correspond a l'aire interieure de la 
courbe dans le diagramme de Clapey- 
ron {p,V). Cette aire doit done etre ne- 
gative (parcourue dans le sens horaire) 
pour obtenir un moteur. (zv < 0) 




v ' 
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Le transfert thermique regu correspond 
a l'aire interieure a la courbe dans le dia- 
gramme (S, T). 



2.5 Diffusion thermique 



Flux thermique 


° t; ' = IIs^ h ' ndS 


CD t ;, : flux thermique 

jy, : vecteur courant de diffusion 

thermique 

n : normale a la surface dS 


Loi de Fourier 


jt h = -AgradT 


j t /, : vecteur courant de diffusion 

thermique 

T : temperature 

A : conductivity thermique 


Equation de la chaleur 


dT 

w- = kA T 
dt 

K ~pC 


k : diffusivite thermique 
T : temperature 
A : laplacien scalaire 
A : conductivity thermique 
p : masse volumique 
C : capacity thermique 


Convection 


jc — ^(^int ^ext) 


jc ■ courant de convection algebrique 
h : coefficient de convection 
T; nt : temperature interieure 
Text : temperature exterieure 
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h 



Conductance thermique 



CD — G(T int Text) 
G — h e qS 



eq ~ 




En regime permanent, on definit 
ainsi la conductance thermique. 

CD : flux thermique total 

G : conductance thermique 

Ti n t : temperature interieure 

T ext : temperature exterieure 

h : coefficient de convection 

A : conductivity thermique 

6j : epaisseur de la paroi de conduc- 



tivity A j 



2.6 Rayonnement thermique 



Flux thermique 



incident reflechi absorbe 

<Pp ^Pr^ + 

partant emis reflechi transmis 




Loi de Planck 




F;\(A, T) : omittance 

A : longueur d'onde 

T : temperature 

h : constante de Planck 

c : vitesse de la lumiere dans le 

vide 

k : constante de Boltzmann 
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Representation graphique de la loi de Planck 




Loi du deplacement de Wien 



A m : longueur d'onde ou l'emis- 
T = 2 897, 8 gm ■ K sion est maximale 

T : temperature 



Loi de Stefan 



Cette loi est valable pour tout corps a l'equilibre thermodynamique et 
a l'equilibre thermique pour cp p . 

cp e : flux emis 

f+°° T) : luminance (decrite par 

Ve ~ Jo dA la loi de Planck) 

a : constante de Stefan 

cp e = crX 4 A : longueur d'onde 

T : temperature 



Corps noir 



Un corps noir absorbe le flux incident pour toute longueur d'onde et 
quelque soit son incidence. II est en equilibre radiatif (cp p = cpj et 
Ve = <Pa/ ou cp p est le flux partant, cp; le flux incident, cp e le flux emis 
et cp a le flux absorbe) et thermique. 
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3. Mecanique du point 

3. 1 Cinematique 



Coordonnees cartesiennes 



OM = xi + yj + zk 

x : abscisse 
y : ordonnee 
z : cote 





Coordonnees cylindriques 



OM = ru,- + zu z 
r : rayon polaire 
0 : angle polaire 
z : cote 



v = 



dOM 

df 



a = 



d 2 OM 

d t 2 




if — rQ 2 
2fQ + rQ 
z 



Ur 

Ue 

U z 




/ U z 




y«y 
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Coordonnees spheriques 



OM = ru r 

r : rayon 

0 : colatitude variant dans [0, 7t] 
cp : longitude variant dans [0, 27r] 



v = 



dOM 

df 



r \ u r 
rQ u 0 
rsinBcp J Ucp 



z 




Mouvement circulaire uniforme 



OM = ru r 

r : rayon polaire 
0 : angle polaire 

u) : vitesse angulaire uniforme 
(cu = cuu z ) 



v = 0 JU z A OM = curue 




a = 



— a) m r = — 



v 



2 



u, 

r 
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3.2 Changement de referential 





Composition des vitesses 



v(M) r= v(M)r< + v(0')r + £1 A O'M 

vitesse relative vitesse d'entrainement 

£1 : vecteur de rotation instantannee de R' par rapport a R 



Composition d’acceleration 



a(M) R — 20Av(A4)^/ 

^ ✓ 

acceleration de Coriolis ( a c ) 

+ a(0'UQA(QA O'M) + ^ A O'M 

v 7 at 

✓ 

acceleration d'entrainement ( a e ) 



Forces associees 



f e = — ma e fe : force d'entrainement 

f c : force de Coriolis 

. a e : acceleration d'entrainement 

f c — — ma c a c : acceleration de Coriolis 
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Referentiel en rotation uniforme autour d un axe fixe 



z = z’ 

f e = mQ. 2 ni r 
(force centrifuge) 
f c = —2 mCl Av(M)j; 



Referentiel galileen 



Dans un referentiel galileen un point materiel isole est soit au repos, 
soit anime d'un mouvement rectiligne uniforme. 

3.3 Lois generates de la mecanique 




Principe des actions reciproques 


^1— >2 = — F2->1 

M 1 M 2 A — 0 


F x -_>y : force de i sur j 

Mj : point d'application de la force 


Principe fondamental de la dynamique 


df h ' 

l 


p = mv : quantite de mouvement 
du systeme 

f j : force appliquee au systeme 
^ f , : resultante des forces 

i 


Quantite de mouvement d’un systeme ferme 


P = L m ' v ( p <) = Mv(G) 
i 


p : quantite de mouvement du sys- 
teme 

nif : masse associee au point mate- 
riel P{ 

M : masse du systeme 
G : centre de masse du systeme 
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Theoreme du moment cinetique en un point fixe 




L o : moment cinetique au point de 
reduction O 

Mo : moment de la resul- 

tante des forces en O 


Moment cinetique - Moment cinetique barycentrique 


L b = L a + BA A mv(M ) 

T * T 

^systeme L G 


Lp : moment cinetique en P 
m : masse du systeme 
v(M) : vitesse du point M 
Lsysteme ' moment cinetique bary- 
centrique du systeme 


Theoreme de Koenig du moment cinetique 


L a = L* + AG A Mv(G) 


L(P) : moment cinetique en P 
L* : moment cinetique barycen- 
trique 

M : masse du systeme 

v(G) : vitesse du centre de gravite 

du systeme 


Moment de forces 


_M B (f) = M A (f) + BA A f 


Mp : moment de force en P 
f : force appliquee au systeme 


Theoreme du moment cinetique en un point mobile 


d d f A = M A (Lift) 

— v(A) A mv(P) 


L : moment cinetique 

M : momen t de la resul- 

tante des forces 
m : masse du systeme 
v(P) : vitesse de P 
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Puissance d’une force 


V=i v 


V : puissance de la force f 
f : force 

v(G) : vitesse du point materiel 


Energie cinetique d’un point et d un systeme de points 


F 1 2 

Ek = 2 mv 

F — V m ‘ 7J 2 

Ek - 2^ 2 V ’ 

i 


Ek energie cinetique 

m : masse du systeme 

nij : masse du point materiel E, 

v : vitesse du systeme 

V{ : vitesse du point materiel P, 


Theoreme de I’energie cinetique 


d£k ^ 

— -p 

d t 


Ek : energie cinetique 
V : puissance des forces appli- 
quees au systeme 


Theoreme de Koenig de I’energie cinetique 


E k = E* k + l -mv 2 (G) 


Ek : energie cinetique 

Ek : energie cinetique barycen- 

trique 

m : masse du systeme 

»(G) : vitesse du centre de gravite 

du systeme 


Energie mecanique 


Em = E k + Ep 


E m : energie mecanique 
Ek : energie cinetique 
Ep : energie potentielle 
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Energies potentielles 


- energie potentielle de pesanteur 

E P pes = Mgz G 


Ep pes '■ energie potentielle de pe- 
santeur 

m : masse du systeme 
g : acceleration de la pesanteur 
Zq '■ cote du centre de gravite du 
systeme 


- energie potentielle elastique 
Ep e | ns = lk(Al ) 2 


Epda S '■ energie potentielle elastique 
k : constante de raideur du ressort 
Al : allongement du ressort 


- energie potentielle de gravitation 
F r mim 2 

tpgrav - y r 


Epg,av '■ energie potentielle de gra- 
vitation 

Q : constante universelle de gravi- 
tation 

mi, m 2 ■ masses en interaction 
r : distance separant les deux 
masses 


- energie potentielle electrique 
Ep c; = qV 


E pd : energie potentielle electrique 
q : charge ponctuelle 
V : potentiel au point ou se trouve 
la charge 



Equilibre 




xq : position d'equilibre 
Ep : energie potentielle 
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Equilibre stable - Equilibre instable 



d 2 Ep 
dx 2 



(*o) > 0 




d z £ p 

dx 2 



(*o) s£ 0 




Minimum d'energie potentielle 
equilibre stable 



Maximum d'energie potentielle 
equilibre instable 



Forces conservatives 



Fc ons — gradEp 


Les forces conservatives derivent 
d'une energie potentielle. 


Theoreme de I’energie mecanique 


d£ m 

j ^ — ' ext non cons ' int non cons 


E m : energie mecanique 

'Pext non cons : puissance des forces 

exterieures au systeme non 

conservatives 

"Pint non cons : puissance des forces 
interieures au systeme (dans le 
cas d'un systeme de points) non 
conservatives 



3.4 Oscillateurs 

On se reportera egalement aux oscillateurs electriques dans la partie elec- 
tronique de cet ouvrage. 
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Oscillateur harmonique 



cr A 

W 



+ WnA = 0 



A = acoscuo t + |3 sincuo f 
A = y cos(a>of + <p) 



Un oscillateur harmonique est re- 
git par l'equation ci-contre ou : 

A : grandeur physique 

ojq : pulsation de l'oscillateur 

ot, P, Y, cp : constantes determinees 

par les conditions initiales 



Portrait de phase d’un oscillateur harmonique 




Le portrait de phase d'un oscilla- 
teur harmonique est constitue de 
cercles concentriques. 



Oscillateur harmonique amorti 



A : grandeur physique 

,2 . , . tun : pulsation de l'oscillateur har- 

~ -4 + a>l A = 0 monique 
at ^ at q ■ facteur de qualite de l'oscilla- 

teur 



Reponses d’un oscillateur harmonique amorti 



A(0 

Q > 1/2, les deux racines de 
l'equation caracteristique r\ et r 2 
sont reelles, la solution est du type 
aperiodique : A(t) = Ae rif + pe' 2f 



t 
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Q — 1/2, on est en regime 

critique, l'equation caracteristique 
admet une racine double r. La so- 
lution est : A(t) = (At + p)e rt 



Q < 1 /2, les deux racines 

de l'equation caracteristiques sont 
complexes conjuguees, la solu- 
tion est alors pseudo-periodique : 
A(t) = (Acos(pf) + p sin(pf))e af 
avec a. et |3 respectivement parties 
reelle et imaginaire de la solution. 





Portrait de phase d’un oscillateur amorti 




Oscillations forcees 



dr A 
“dP" 



oig d A 

~Q ~dF 



+ + mflA — E(f) 



A : grandeur physique 

a>o : pulsation de l'oscillateur har- 

monique 

Q : facteur de qualite de l'oscilla- 
teur 

E(f) : excitation 

Si l'excitation est sinusoidale, on 
resout une telle equation en utili- 
sant la notation complexe et en po- 
sant A(t) = A 0 ei wt . 

II ne peut y avoir resonance que si 

Q > l/y/2 





CB <3 
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3.5 Mouvement d’une particule chargee 



Force de Lorentz 



F = q( E +v AB) 


F : force de Lorentz 
q : charge de la particule 
v : vitesse de la particule 
B : champ magnetique 
E : champ electrique 


Mouvement dans un champ magnetique stationnaire uniforme 



Ces lois decrivent la trajectoire cir- 
culaire d'une particule de masse m 
et de charge q abandonnee dans 
un champ magnetique avec une 
vitesse vq orthogonale au champ 
magnetique B. 

R : rayon de la trajectoire 
tu : vitesse angulaire de la parti- 
cule 

Un champ magnetique ne fait que devier une particule : il ne l'accelere 
pas 



Effet Hali 



E H all = -V A B 
Ulia11 = mp? 

EHall : champ electrique cree par 
effet Hall 

liHaii : difference de potentiel qui 
apparait aux bornes de la sonde 
: vitesse des particules 
: champ magnetique 
I : intensite du courant traversant 
la sonde 

n : densite particulaire 
q : charge de la particule 
£ : largeur de la sonde 



s r 7 



+ 


- 


+ 


— 


+ £ 


— 


© 




+ 




+ 


— ► — 


+ 


^Hall — 


+ 


— 
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3.6 Systemes de deux points materiels 



Systeme isole de deux points materiels 



Pour etudier un systeme isole de deux points materiels de masse mj et 
m 2; on etudie le mouvement d'une particule equivalente dans le refe- 
. , , . , mi m 2 . . 

rentiel barycentrique et de masse p = + ~ situee en un point M 



tel que GM = MiM 2 = r. 



nij : masse de la particule se trou- 
vant en M; 
p : masse reduite 
G : centre de gravite du systeme 
v(G) : vitesse de ce centre de gra- 
vite 

V,- : vitesse de la particule se trou- 
vant en M, 



Conservation du moment cinetique 



Dans le cas d'un systeme isole de 
deux particules, il y a conserva- 
tion du moment cinetique et de la 

L 0 = mC quantite de mouvement. 

L : moment cinetique 

p = Cste P '■ point fictif (representant le mo- 

bile equivalent) 
v(P) : vitesse de ce point 
m : masse du systeme 
C : constante des aires 



Planeite de la trajectoire - Loi des aires 



GMj = ^M!M 2 

mi + m 2 

GM 2 = — — — M!M 2 

mi + m 2 

(mi + m 2 )v(G) = cste 



La trajectoire est plane et la vitesse 
areolaire est constante : 

dA _ C 
~df ~ 2 

« Pour des temps egaux, les aires 
balayees sont egales. » 
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Energie potentielle efficace 



E m = ^ 2 + E peff = E 0 

1 xC 2 , . 

E Peff ~ 2r 2 +£ Pi»t( r ) 


Pour un systeme isole de deux 
point materiels, il y a conserva- 
tion de l'energie mecanique bary- 
centrique. 

Ej^ : energie mecanique barycen- 
trique 

E Pc ff : energie potentielle efficace 
E p mt (r) : energie potentielle inte- 
rieure 

. , ( m\mi \ 

u. : masse reduite u. = 

\ mi + m 2 J 

T — JsA\IA.2 

C : constante des aires 



Formules de Binet 



_du _ 

V = -C— U r + Cuu e 
d0 


v : vitesse 
a : acceleration 


a = - CV (^ +U ) Ur 

-1 


C : constante des aires 
0 : angle polaire 
u r : vecteur radial 
Ue : vecteur orthoradial 


1 

u = - 
r 





Trajectoires newtonniennes en coordonnees polaires 



r(0) = P 

1 + ecos(0 — 0 q) 


p : parametre de la conique 
e : excentricite de la conique 
e et 0 q sont determines par les 
conditions initiales 



Lois de Kepler 



Ces lois decrivent les trajectoires des planetes en supposant le referen- 
tiel de Kepler centre sur le soleil galileen et les trajectoires des diffe- 
rentes planetes independantes. 

1. Les orbites des planetes sont des ellipses ayant le soleil pour foyer. 

2. La vitesse areolaire est constante : pour des temps egaux, les aires 
balayees sont egales. 
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3. Le carre de la periode est proportionnelle au cube du grand axe : 

2 4n 2 a 3 

T 2 = 

G^soleil 

4. Mecanique du solide 

4. 1 Cinematique du solide 



Champ de vitesse du solide 



v(A, t ) = v(B, t ) + AB A O(f) 


v : vitesse du point du solide 
considere 

O : vecteur instantane de rotation 
du solide 


Roulement sans glissement 


v gS!/S 2 |v(I Sl )-v(Is 2 ) =0 


v(7sj : vitesse du point appar- 
tenant au solide S * et coincident 
avec le point I de contact entre les 
deux solides 

v g St /Si ■ v it esse de glissement de 
Si par rapport a S 2 


Energie cinetique du solide 


£k = ^mv 2 (G)+ ^/ a Q 2 

translation rotation propre 


E k : energie cinetique 
m : masse du solide 
1 ’(G) : vitesse du centre d'inertie 
/a : moment d'inertie par rapport 
a l'axe de rotation instantane du 
solide dans le referentiel barycen- 
trique 

O : vecteur vitesse de rotation ins- 
tantane 





> »>' 
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Moment d’inertie 



Moment d'inertie par rapport a 
l'axe A : 

/a = [ f [ r 2 dm 

J J 7solide 

Elements cinetiques : 

L A — Ja& (Moment cinetique) 

= I/a^ 2 (Energie cinetique) 



Theoreme d’Huygens 



Ja = Jg + tna 2 

/a : moment d'inertie par rapport 
a l'axe de rotation 
Jg : moment d'inertie par rapport 
l'axe passant par G et parallele a 




Quelques moments d’inertie classiques 




sphere pleine 
homogene de masse 
m 




, A 

cylindre plein 
homogene de masse 
m 



1/2 



i/2 



, A 

tige mince 
homogene de masse 
m 
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Ja = -^rnZ 2 



4.2 Theoremes generaux de la dynamique 



Theoreme du centre d’inertie 


V'' r 

m— — = > f, 
d t u 1 

i 


vq : vitesse du centre d'inertie du 
solide 

f, : force exterieure appliquee au 
solide 


Theoreme du moment cinetique 


^=LOM,Af, 

l 


L 0 : moment cinetique du solide 
en O, point immobile 
f, : force exterieure appliquee au 
solide 

M; : point d'application de la force 

fi 


Moment cinetique - Moment cinetique barycentrique 


Lb = L a + BA A »/v(P) 

T * T 

^systeme 1-1 G 


L : moment cinetique 
m : masse du solide 
v(P) : vitesse du point P 

^systeme : moment cinetique bary- 
centrique du solide 


Theoreme de Koenig du moment cinetique 


= L* + AG A mv(G) 


L : moment cinetique 
L* : moment cinetique barycen- 
trique 

m : masse du systeme 

v(G) : vitesse du centre de gravite 

du solide 


Theoreme de I’energie cinetique 


dE k 

■d 


E k : energie cinetique 

"Pext : puissance des forces exte- 

rieures appliquees au solide 
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Puissance des forces appliquees a un solide 



V -v(G)+M g O. 


V : puissance des forces appli- 
quees au solide 
F : force resultante 
v(G) : vitesse du centre d'inertie 
du solide 

M : moment des forces exterieures 
en G 

Q. : vecteur de rotation instantanee 
du solide 


Theoreme de Koenig de I’energie cinetique 


E k = E* k +^mv 2 (G) 


E k : energie cinetique 

E k : energie cinetique barycen- 

trique 

m : masse du solide 

v(G) : vitesse du centre d'inertie 

du solide 


Theoreme de I’energie mecanique 


dEm _ -p 

— / ext non cons 


E m energie mecanique 

Text non cons : puissance des forces 

exterieures non conservatives 


Liaison pivot 



Pour une liaison pivot parfaite, M a = 0, ou M a est le moment des 
actions de contact. 



4.3 Contacts entre les solides 
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Roulement sans glissement 



VgdeSi/Sj =v(I Sl ) -v(L 2 ) =0 

v(Is k ) ■ vitesse du point appar- 
tenant au solide et coincident 
avec le point I de contact entre les 
deux solides 

v g de S 1 /S 2 : v i tesse de glissement 
du solide Si par rapport au solide 

S 2 



Lois de Coulomb 



1. La reaction normale N est dirigee vers l'exterieur du support. 

2. Condition de roulement sans glissement : 

l|T|| </s||N|| 

ou T est la reaction tangentielle ou force de frottement, N la reaction 
normale et / s le coefficient de frottements statiques. 

3. S'il y a glissement, T est dans la meme direction que la vitesse de 
glissement et de sens oppose. Alors : 

!|T | / d IN | 

ou / d est le coefficient de frottement dynamique, souvent confondu 
avec f s . 




5. Optique 

5 . 1 Generalites 



Propagation dans le vide d une onde lumineuse 




A : longueur d'onde du signal 
c : vitesse de la lumiere dans le 


A = cT= - 


vide 


V 


v : frequence du signal 
T : periode du signal 
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Propagation dans un milieu transparent, isotrope, homogene 



v : vitesse de la lumiere dans le mi- 
lieu 

n : indice du milieu 
T : periode du signal 
v : frequence du signal 



Spectre 



violet indigo bleu vert jaune orange rouge 




c 

v = — 
n 

v 

A = vT = - 

'V 



5.2 Optique geometrique 



Loi de Snell-Descartes 
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D i’i + h A jj . deviation 

A : angle au sommet du prisme 
, . , D m : minimum de deviation 

D m = 2 arcsin ( n sin - ) - A i: an g le d'incidence au minimum 
V 2 ) de deviation 



Approximation de Gauss 



Pour se placer dans l'approximation de Gauss, il faut des faisceaux peu 
ouverts et des angles d'incidence petits. 



Dioptre spherique 



n\ n .2 n\ — ri 2 


y ^ 


p 1 p r 

p : abscisse du point objet 
p' : abscisse du point image 
R = SC : rayon algebrique du 
dioptre 


s r C 


n\.n 2 


Miroirs spheriques 


U V / 


V 


c fr jps 


S £ C 


Miroir concave (1? = SC < 0) 


Miroir convexe (R = SC > 0) 
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Relation de conjugaison des miroirs spheriques 



R : rayon algebrique du miroir 
(R < 0 pour un miroir concave et 
R > 0 pour un miroir divergent). 
p' : distance algebrique de S au 
point image 

p : distance algebrique de S au 
point objet 



Miroir plan 



p' : distance algebrique de S au 
point image 

p : distance algebrique de S au 
point objet 



Lentilles minces 




P — ~P 





Lentille convergente 



Relation de conjugaison des lentilles minces 



/' : distance focale de la lentille 
(f < 0 pour une lentille diver- 
gente et /' > 0 pour une lentille 
convergente). 

p' : distance algebrique du foyer 
au point image 

p : distance algebrique du foyer au 
point objet 



Relation de Descartes - Relation de Newton 




i 

p' p 

(relation de Descartes) 



(relation de Newton) 
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Grandissement j 




y : grandissement 


v' 


p' : distance algebrique de O au 


y = - 


point image 


p 


p : distance algebrique de O au 




point objet 



5.3 Interferences lumineuses 



Obtention d’interferences 



On ne peut obtenir d'interferences qu'avec des rayons lumineux is- 
sus de deux sources coherentes secondaires, obtenues avec une seule 
source par division ou du front d'onde ou de l'amplitude. 



Chemin optique dans un milieu homogene isotrope 



[SM] = c ■ t sm 


[SM] : chemin optique deSaM 
c : vitesse de la lumiere dans le 
vide 

t sm '■ temps mis par le signal pour 
parcourir la distance SM 


Difference de marche 


6 = [SPiM] - [SP 2 M] 


5 : difference de marche 

[SPjM] : chemin optique du rayon 

passant par Py 


Vibration lumineuse 


s(M) = sq cos ^cuf — cps — 


s(M) : vibration lumineuse en M 
So : amplitude de la vibration 
tu : pulsation de la vibration lumi- 
neuse 

I cps : phase de la vibration a la 
source 

A : longueur d'onde 

[SM] : chemin optique deSaM 
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Vibration complexe 



s(M) = S 0 e i ( tuf - (Ps )e-T ; [ SM ] 


s(M) : vibration lumineuse com- 
plexe en M 

So : amplitude de la vibration 
tu : pulsation de la vibration lumi- 
neuse 

cps : phase de la vibration a la 
source 

A : longueur d'onde 

[SM] : chemin optique deSaM 


Plan d’onde 



On appelle plan d'onde un plan ou tous les points sont dans le meme 
etat vibratoire. 



Theoreme de Malus 



Les rayons lumineux sont perpendiculaires en tout point aux surfaces 
d'ondes. 



Eclairement 



E(M) : eclairement au point M 
a = c£q : une constante positive 
(E est en fait le vecteur de Poyting, 
voir cours d'electromagnetisme) 
s(M) : vibration lumineuse en M 
s(M) : vibration lumineuse com- 
plexe en M 



Interferences 



E(M) : eclairement 

Eg : eclairement de la source 

Acp(M) : dephasage en M 

E(M) = 2Eq( 1 + cos Acp(M)) L'ecran est brillant si Acp = 2kn, 

k el 

L'ecran est noir si : 

Acp = (2k + 1) , k e Z 



E(M) = a s 2 (M) 
E(M) = ^«s(M)s*(M) 







(c) Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



5. Optique 



111 



Ordre d’interference 




p : ordre d'interference 
Acp : dephasage en M 
5 : difference de marche 
A : longueur d'onde 
L'ecran est brillant si p € Z 

L'ecran est sombre si p € Z + 



Contraste 



C = 



Emax E n 



: + En 



C : contraste 

£ m ax : eclairement maximum 
E m j n : eclairement minimum 







k X 






M(x 
















D 





Trous d’Young 



6(x) = — (difference de marche) 



E(x) = 2 E 0 ( 1 + cos 



27t ax 

T D" 



AD 

i = — (mterfrange) 
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5.4 Interferometre de Michelson 



Schema 




Schemas equivalents avec une source ponctuelle 



Coin d'air : 






Lame d'air : 






y 




y 






s 2 




s, 


S 2 




s, 




• 












m 2 


S 




X 


s 




* 






\ x 




SP 


M, 


SP 


\ M, 




M(x,y) 




M(x,y) 



Source ponctuelle - Source etendue 



Dans la suite nous considererons que l'interferometre est eclaire avec 
une source etendue : les interferences sont localisees a l'infini (ob- 
servables dans le plan focal image d'une lentille convergente) alors 
qu'elles sont delocalisees avec une source ponctuelle. 



Lame d’air 



6 = 2e cos i 

6 : difference de marche 

i : angle d'incidence 

e : « epaisseur » entre les miroirs 












e 



X 
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Figure d’interference 



Par symetrie, des anneaux. 
r n : rayon du« e anneau 
A : longueur d'onde 
e : « epaisseur » entre les miroirs 
f : distance focale de la lentille uti- 
lisee pour l'observation 
(valable si le centre de la figure 
d'interference est brillant) 



Coin d’air 



6 = 2ocx 

6 : difference de marche 
a. : angle entre les deux miroirs 
(quelques dixiemes de degres) 
x : abscisse du point du miroir 
considere 



Figure d’interference 





/ 

<-*■ 







Par symetrie, des franges. 

i : interfrange 

A : longueur d'onde 

a . : angle entre les deux miroirs 

y : grandissement de la lentille uti- 

lisee pour l'observation 
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Source emettant un doublet 



On observe des battements : 



E( e )=4E 0 (l + VXeJcos^)) 



V(e) = cos [ 27t^e 




Luminance 



LM 



Entre les frequences v et v + dv la 
source emet : 

dE = E(v) dv 



Source a raie spectrale 



8v 



v, v 2 v 



E(e) =4E 0 ^1 + V(e) cos 



V(e) = sin c ( 27t^e 
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5.5 Autres dispositifs d’ interferences 



Le Fabry — Perot 




Le Fabry-Perot permet de realiser des interferences entre une infinite 
d'ondes, il est done d'une tres grande precision. 



Expression de I’eclairement d’un Fabry-Perot 




2k 



Miroirs de Fresnel 



A 



471 
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Expression de I’eclairement des miroirs de Fresnel 



£(x) = t( 1+cos ( 2 ?)) 

2dtx 
b = d+D 



a : angle entre les miroirs 
x : abscisse d'un point de l'ecran 
d : distance entre la source et l'ar- 
rete des miroirs 

D : distance entre l'arrete des mi- 
roirs et l'ecran 
A : longueur d'onde 



5.6 Diffraction des ondes lumineuses 



Principe d’Huygens-Fresnel 



Quand une onde lumineuse traverse une ouverture (I) qui la limite , 
pour decrire l'onde diffractee au dela de (I), on suppose que chaque 
surface elementaire (dl) autour du point courant P de (I) reemet vers 
l'avant une ondelette spherique : 

- de meme frequence que l'onde incidente ; 

- en phase en P avec l'onde incidente ; 

- d'amplitude proportionnelle a celle de l'onde incidente et a (dl). 
C'est la superposition de ces ondelettes qui decrit l'onde diffractee. 



Conditions de Fraunhofer 



On observe la diffraction a l'infini (c'est-a-dire a une distance tres 
grande devant les dimensions de l'objet diffractant ou, mieux, au foyer 
objet d'une lentille convergente). 



Montage de la diffraction a l’infini 



objet 

diffractant 
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Formulation pratique du principe d’Huygens-Fresnel 



s(M, t ) = fcS 0 e i ( a, ^x[S° M ]) [[ t(p) e i f " OP ( u - u «) dl 

JJpel 

k : constante de Fraunhoher 
So : amplitude de la vibration lumineuse 
f (P) : transparence de l'objet diffractant 
n : indice du milieu (suppose homogene) 

A : longueur d'onde de la lumiere utilisee 



Diffraction par une ouverture rectangulaire 




a : longueur de la fente 
b : largeur de la fente 

/ : distance focale de la lentille utilisee pour l'observation 
A : longueur d'onde de la lumiere utilisee 

On suppose ici que f(P) = 1 en tout point de l'ouverture et que cette 
meme ouverture est plongee dans un milieu d'indice uniforme 1. 
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Diffraction par un motif circulaire 



La majorite de la lumiere est dans un disque de rayon angulaire 
0 = 0, 61 - (tache d'Airy), ou 0 est le rayon angulaire du premier an- 
neau sombre. 

Critere de separation de Rayleigh ; deux taches lumineuses sont sepa- 
rees si leur centres sont distincts de plus du rayon de la tache d'Airy. 



Diffraction par un objet opaque 



On obtient la meme figure a l'ecran que pour une ouverture de la 
meme forme, si ce n'est que le centre est tres brillant. 



6. Electromagnetisme 

6. 1 Electrostatique 



Symetries du champ electrique 



Le champ E est symetrique par rapport aux plans de symetrie des 
charges et antisymetrique par rapport aux plans d'antisymetrie des 
charges. 



Champ et potentiel crees par une charge fixe 




q : charge ponctuelle fixe 
£q : permeabilite du vide 
r : distance entre le point M et la 
charge 

E(M) : champ electrique en M 
V(M) : potentiel electrique en M 
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Distribution discrete - 


Distribution continue 


Distribution discrete : 

i 47t£ 0 rf 

cjl : charge ponctuelle situee en r; 
£g : permittivite du vide 


Distribution continue : 

p : densite de charge 
£q : permittivite du vide 


Equation de Poisson 


AV + — = 0 
£ o 


Equation verifiee par le potentiel 
electrique en regime permanent. 

V : potentiel electrique 
p : densite de charge 
£q : permittivite du vide 


Theoreme de Gauss 


jj) E(M)ndS = ^ 


E(M) : champ electrique au point 
M 

n : normale en M a la surface 
Qint : charges interieures a la sur- 
face fermee 

£q : permittivite du vide 


Theoreme de Gauss pour la gravitation 


(jj) G(M)ndS = -47t0 Mi nt 


G(M) : champ de gravitation au 
point M 

n : normale en M a la surface 
M^t : masse interieure a la surface 
fermee 

Q : constante universelle de gravi- 
tation 


Champ electrique crees par un plan infini 


E(M) = ±^u 2 
Z£q 

( + si z > 0 
| — si z < 0 


E (M) : champ electrique cree en M 

par le plan 

cr : charge surfacique 

£q : permittivite du vide 

u : vecteur normal a la surface 
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Condensateur plan 



E = 0 a l'exterieur 



E = — u z a l'interieur 
£o 



E : champ electrique 
cr : charge surfacique 
£q : permittivite du vide 
On definit la capacite C du 
condensateur : 



C = 



£qS 



S : surface des armatures 
e : distance entre les armatures 



Dipole electrostatique 



p = , ? NP 



V(M) = ^ OSd = P ° M 
1 j 47t£ 0 r 2 47t£ 0 OM 3 

E = — gradV 



E(M) 



q : charge positive 
N : barycentre des charges nega- 
tives 

P : barycentre des charges posi- 
tives 

p : moment dipolaire 
V(M) : potentiel electrique du di- 
pole 

E : champ electrique 

equipotentielles 




NOP 



Energie potentielle - Moment subi dans un champ exterieur 




E p = — p ■ E ext (M) 
M = p A E ext (M) 



Ep : Energie potentielle 

A4 : moment resultant des forces 

electriques 

p : moment dipolaire 

E ext : champ electrique auquel est 

soumis le dipole 
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6.2 Magnetostatique 



Symetries du champ magnetique 



Le champs B est symetrique par rapport aux plans d'antisymetrie des 
courants et symetrique par rapport aux plans d'antisymetrie des cou- 
rants. 


Loi de Biot et Savart 


dB(M) - ^(P) Au pm 


• M 
r 

UpM, 

dC 


( Id/ pour un circuit filiforme 
dC < P our 13116 c h ar g e ponctuelle 

| j dx pour un courant volumique 
l. js dS pour un courant surfacique 


dB : champ magnetique cree par 
l'element de courant dC 
dC : element de courant 
Po : permeabilite du vide 
r : distance du point courant au 
point M 


q : charge ponctuelle 

jg : vecteur courant surfacique 

j : vecteur courant 


Theoreme d’Ampere 


j)B(M) • dl M-O^enlacee 


B(M) : champ magnetique 

Po : permeabilite du vide 

leniacee : intensite enlacee par la 

courbe fermee d' Ampere 

dl : choisi en accord avec l'orienta- 

tion de l'intensite 


Champ magnetique cree par une spire circulaire 


B(M) = ^ sin 3 ae 2 


P 

fCVstx W 


1 ) M z 
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Champ magnetique a I’interieur un solenoide infini 



B = \i 0 nle z 
B = M-o is e z 


B : champ a l'interieur du sole- 
noide 

n : nombre de spires par unite de 
longueur 

I : intensity du courant 

j § : courant surfacique 

e z : vecteur directeur sur l'axe du 

solenoide oriente par le sens du 

courant 

|To : permeabilite du vide 


Moment magnetique d’une spire 


m = ISn 


m : moment magnetique de la 
spire 

S : surface de la spire 
I : intensity parcourant la spire 
n : normale a la spire dirigee par le 
sens du courant 


Energie potentielle - Moment magnetique 


Ep = — m ■ B 
M = m A B 


Ep : energie potentielle magne- 
tique 

m : moment de force exerce sur la 
spire 

B : champ magnetique auquel est 
soumis la spire 

m : moment magnetique de la 
spire 


Force de Laplace 


df = dC A B 


df : force elementaire 
dC : element de courant 
B : champ magnetique 
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6.3 Equations de Maxwell dans le vide 



Vecteur courant 


j = HpCJV = PV 

js = cv 


j : vecteur courant 

js : vecteur de courant surfacique 

v : vitesse des porteurs de charge 

«p : densite particulaire de porteurs 

q : charge d'un porteur 

p : densite volumique de charge 

cr : densite surfacique de charge 


Equation de conservation de la charge 


div j + |=° 


j : vecteur courant 
p : charge volumique 


Equations de Maxwell 


div E = — 

£0 

rotE = — at 
div B = 0 

9E 

rot B = mjJ -h mje 0 gT 


Ces equations portent les noms res- 
pectifs de : 

- Maxwell-Gauss 

- Maxwell-Faraday 

- sans nom 

- Maxwell-Ampere 

T 9E 

Le terme £o^- est appele courant 
ot 

de deplacement. 

E,B : champs electrique et magne- 
tique 

j : vecteur densite de courant 
p : charge volumique 
£ 0 / Po : permittivite et permeabilite 
du vide 


Superposition 




Les equations de Maxwell sont lineaires : toute combinaison lineaire 
de solutions est encore une solution. 


Puissance des forces electromagnetiques 


dP = jE dr 


dP : puissance elementaire par unite 
de volume dr 
j : vecteur courant 
E : champ electrique 
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Densite d’energie electromagnetique 




W em : energie electromagnetique 
E : champ electrique 
B : champ magnetique 
£q : permittivite du vide 
Po : permeabilite du vide 



Vecteur de Poynting 



FI : vecteur de Poynting 
E : champ electrique 
B : champ magnetique 
p 0 : permeabilite du vide 



Theoreme de Poynting : forme locale 



d fi 0 E 2 B 2 \ -T , J / EAB 

La perte d'energie electromagnetique est due a l'effet Joule et au rayon- 
nement du vecteur de Poynting. 



Potentiel vecteur 



B = rot A 

A (M) = ^ [ — 

47t ./circuit ^ 


A : potentiel vecteur 

B : champ magnetique 

i : intensity dans le circuit filiforme 

r : distance du point M au point cou- 

rant du circuit 

Po : permeabilite du vide 


Expression generale du champ electrique 


E = -gradV-^ 


E : champ electrique 
V : potentiel electrique 
A : potentiel vecteur 


Jauge de Lorentz 


. dV „ 

div A+ p 0 e 0 — - 0 


A : potentiel vecteur 
V : potentiel electrique 
£q : permittivite du vide 
Po : permeabilite du vide 
Cette jauge permet de fixer le poten- 
tiel V 
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Relations de passage 



E 2t = Eit 

E 2n — Ej n = — 

£o 

B 2 t - B lt = nojs A 14^2 

E 2 n = B ln 


E, n : composante normale du 
champ E, 

B, t : composante tangentielle du 
champ B, 

cr : charge surfacique 
js : vecteur densite de courant surfa- 
cique 

nj _,2 : normale a la surface 
£0 : permittivite du vide 
P-o : permeabilite du vide 


6.4 Conduction metallique 




Loi d’Ohm locale 


j = ye 


j : vecteur courant 
E : champ electrique 
y : conductivity 


Loi d’Ohm globale 


/ E ■ dl = Rab ' I 
Ja 


E : champ electrique 
I : intensity circulant dans le circuit 

£ 

R = —7 : resistance d'un circuit de 

ys 

longueur t et de section S 


Proprietes locales des champs dans les metaux 


1. p = 0 : les charges sont surfaciques 

2. f 10 Hz > ^0 " 0 ^" 1 j conduction 1 

3. En haute frequence, les courants sont surfaciques (sur une epaisseur 

/ 2 

dite epaisseur de peau : 5 = W ). 

V 
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6.5 Induction dans un circuit fixe avec B variable 



Force electromotrice 




e AB '■ force electromotrice 
A : potentiel vecteur 



Difference de potentiel 



V(B) - V(A) = e AB - R AB i 


e AB : force electromotrice 
V(B) — V(A) : difference de po- 
tentiel entre les points A et B 
R ab : resistance du circuit AB 
i : intensite du courant circulant 
dans le circuit 


Flux de B a travers le circuit 


® = ff BndS 

J J circuit 


® : flux de B a travers le circuit 
B : champ magnetique 
n : normale n au circuit compatible 
avec le sens du courant 


Loi de Faraday 


30 

^circuit — 


® : le flux de B a travers le circuit 
^ circuit : l a force electromotrice du 
circuit 


Loi de Lenz 




Les consequences des phenomenes d'induction s'opposent toujours 
aux causes qui leur ont donne naissance. En terme de flux, cela signifie 
que si le flux du champ magnetique varie, l'induction va produire un 
champ magnetique qui tendra a compenser cette variation de flux. 


Auto inductance d’un circuit 


® = Li 


® : flux de B a travers le circuit 
L : coefficient d'auto inductance 
du circuit 

i : intensite dans le circuit 









© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



6. Electromagnetisme 



127 



Mutuelle inductance d’un circuit 


® 1_»2 — Mz'i 
®2 >1 ~ Mi 2 


® : flux du champ B, induit par 

le circuit i, a travers le circuit j 
ijt : courant dans le circuit k 
M : coefficient de mutuelle induc- 
tance 


Flux total 


— Lii -|- Mi 2 


® ! : flux de B a travers le circuit 1 
L : coefficient d'auto inductance 
M : coefficient de mutuelle induc- 
tance 

: intensity dans le circuit k 


Energie magnetique 


Li 2 

Wem = + Mi\i 2 


W em : energie electromagnetique 
stockee dans le circuit 
L : coefficient d'auto inductance 
M : coefficient de mutuelle induc- 
tance 

ijt : intensity dans le circuit k 



Proprietes du transformateur ideal 



1 . 



u 2 (t) _ N 2 



u i(t) Nj 

2. Si le secondaire est en court-circuit alors 



Ni 

N 2 



3. Le rapport de puissance du primaire au secondaire est de 100% 

2 



4. On a R 



vue du primaire 



R. 



charge 
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6.6 Induction dans un circuit mobile soumis a B stationnaire 



Changement de referential 



B' = B 


B' : champ magnetique dans le refe- 
rentiel du conducteur 
B : champ magnetique dans le refe- 
rential du sol 

E' : champ electrique dans le refe- 
rential du conducteur 


E' = ^E ^ +v A B 


E : champ electrique dans le referen- 


— grady 


tiel du sol 

v : vitesse du conducteur par rap- 


Jsol = jcond 


port au sol 

j so l : vecteur densite de courant dans 
le referentiel lie au sol 
jcond : vecteur densite de courant 
dans le referentiel du conducteur 



Champ electromoteur 



E m = v A B 


E,„ : champ electromoteur 
v : vitesse du conducteur 
B : champ magnetique 



Force electromotrice 



f B 

e AB — / (v A B ) ■ dl 
J A 


e AB : force electromotrice du circuit 
R ab : resistance du circuit 
i : intensity du circuit 
v : vitesse du conducteur 


V(B) - V(A) = e AB - R AB i 


B : champ magnetique 
V (M) : potentiel au point M 



Loi de Faraday 



d® 

e = ~~dF 


e : force electromotrice 
® : flux de B a travers le circuit 







(c) Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



6. Electromagnetisme 



129 



6.7 Materiaux magnetiques 


Aimantation 


dm = Mdx 


M : aimantation 
m : moment magnetique 


Courants d’aimantation 


j aimantation — rot M 
js aimantation = M ^ ^ 


jaimantation : vecteur courant d'ai- 
mantation 

js aimantation : vecteur courant surfa- 
cique d'aimantation 
M : aimantation 
n : normale a la surface 


Excitation magnetique 


H = — -M 

bO 

B = p 0 (H + M) 


H : excitation magnetique 
B : champ magnetique 
M : aimantation 
go : permeabilite du vide 


Equation de Maxwell - Ampere en ARQS 


H j conduction 


H : excitation magnetique 
jconduction : vecteur courant de 

conduction 


Aimantation des materiaux lineaires 


M = XmH 


M : aimantation 
H : excitation magnetique 
Xm : susceptibility magnetique 


Differentes categories de materiaux magnetiques 


- diamagnetiques : Xm ~ — 10 ' 

- paramagnetiques : Xm ~ 10 -4 


; < 0 

> 0 



- ceux pour lesquels Xm -C 1 qui ne sont pas lineaires 
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Champ magnetique dans les materiaux lineaires 



B = pop r H 

Mr = 1 + Xm 


B : champ magnetique 
H : excitation magnetique 
go : permeabilite du vide 
p r : permeabilite relative 
Xm : susceptibilite magnetique 


Diamagnetiques 


Ze 2 2 

Xm = -’ JW 6 nT e <r > 


Xm : susceptibilite magnetique 

Po : permeabilite du vide 

n : densite particulaire 

Z : charge du noyau 

e : charge elementaire 

m e : masse de l'electron 

<r 2 > : distance moyenne de l'elec- 

tron au noyau 


Paramagnetiques 


n^iQin 2 
Xm - 3kT 


Xm : susceptibilite magnetique 
n : densite particulaire 
Po : permittivite du vide 
m : moment magnetique 
k : constante de Boltzmann 
T : temperature 


Aimantation : 


cycle d’hysteresis 


M ‘ 

M 

-H / 


/ f 


M : aimantation 
H : excitation magnetique 
M r : aimantation remanente 
H c : champ coercitif 




/h h * 

-M 



Dispositif de mesure de H et de B 
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m 

B(t). 



Nj 

£R 

RC 

N^S 



“1 (0 



u 2 {t) 



H : valeur de l'excitation magne- 
tique 

B : valeur du champ magnetique 
Nj : nombre de spires du primaire 
N 2 : nombre de spires du secondaire 
£ : longueur du tore 
S : section du tore 



7. Ondes 

7. 1 Oscillateurs couples 



Couplage par un ressort 


K m k m K 


mx\ = —k(x 2 — x 2 ) — Kxi (1) 






X 1 x 2 


mx 2 = —k(x 2 — x\) — Kx 2 (2) 


Resolution 


Dans ces cas simples, on combine lineairement les equations (1) et (2). 


s = (l) + (2) 


s + tui: s = 0 


CnT 

1 

T— 1 

II 


d + uj^d = 0 


Modes propres 


Ik 


I2k + K 


U) s = \ — 


u>d = \ 


V m 


V m 



Le systeme d'oscillateurs couples vibre uniquement a cu s si d = 0, c'est- 
a-dire si les oscillateurs sont lances en phase. 

Le systeme d'oscillateurs couples vibre uniquement a tvj si s = 0, c'est- 
a-dire si les oscillateurs sont lances en opposition de phase. 
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Battements 



Si le couplage est fort et que l'on ecarte un seul oscillateur de 1'equi- 
libre, on observe un phenomene de battements : 





















t ’ 



Resonance 



Si on force l'oscillateur a osciller, on observera aux pulsations o> s et o>^ 
des resonances : 




7.2 Equation de d’Alembert - Ondes stationnaires 



Equation de d’Alembert 


1 d 2 F 
A F = -=■ 

c 2 dt 2 


F( r, t) : une grandeur physique qui 
verifie l'equation de d'Alembert 
c : vitesse de propagation de l'onde 
A : laplacien 


Solutions de I’equation de d’Alembert a une dimension 




/ : partie onde progressive de la so- 
lution 

g : partie onde regressive de la solu- 
tion 
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Onde stationnaire 


V. 

II 

EC 


Dans le cas d'une onde stationnaire, 
il y a decouplage entre le temps et le 
reperage spatial. 


Onde plane progressive harmonique (OPPH) 


F = F 0 cos (cut — k ■ OM) 

P — f oe i ( tuf - k 'OM) 

i w 

c 


Ces notations sont intrinseques a 
l'OPPH. 

F : la grandeur physique qui decrit 
l'onde 

k : vecteur d'onde dormant la direc- 
tion de propagation 
OM : vecteur position 
u : vecteur unitaire selon la direc- 
tion de propagation 
co : pulsation de l'onde 
c : vitesse de propagation de l'onde 


Onde plane progressive harmonique : notation complexe 


a- . 

— = 1CU- 

dt 

V- = — i k- 


Lorsqu'on utilise la notation 
complexe, les operateurs usuels 
prennent des formes tres simples. 


Onde sur une file d’atomes - Onde sur une corde 


d^E^n _ 1 ^E, n 

dx 2 C 2 dt 2 

c =v^ 

Fn ■ le deplacement du n e atome 
k : constante de raideur des res- 
sorts 

a : distance au repos entre deux 
atomes 

m : masse d'un atome 


d 2 y . i a 2 y 

dx 2 c 2 dt 2 

c=M 

V pi 

y : ordonnee du point 

T 0 : tension au repos de la corde 

P; : masse lineique de la corde 
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7.3 Ondes electromagnetiques dans le vide 


Equations de propagation des champs 


AT , i a 2 E 
AE = — — T 
c 2 dt 2 

_ 1 3 2 B 

AB = — — 
c 2 dt 2 

1 

\Z £ oW 


E : champ electrique 
B : champ magnetique 
Po : permeabilite du vide 
£q : permittivite du vide 


Vecteur d’onde d’une OPPH 


k = ku 

, CU 27t 

k -7~T 


k : vecteur d'onde 

u : vecteur unitaire directeur 

cu : pulsation de l'onde 

A : longueur d'onde de l'onde 

c : vitesse de propagation de 

l'onde 


Champs transverses 


div E = 0 = — ikE 
div B = 0 = — ikB 


k : vecteur d'onde 
E : champ electrique 
B : champ magnetique 
E et B sont orthogonaux a la di- 
rection de propagation. 


Relation de dispersion - 


Relation de structure 


c 


„ k „ 
B = AE 

cu 


Representation du champ electromagnetique dans le vide 
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Une lame 1/4 d'onde dephase de 

n/2. 

- une onde polarisee rectilignement 
ressort de ce type de lame polarisee 
elliptiquement. 

- une onde polarisee elliptiquement 
ressort de ce type de lame polarisee 
rectilignement. 



Une lame 1/2 d'onde dephase de 

7T. 

- une onde polarisee ellipti- 
quement droite ressort elliptique 
gauche de ce type de lame. 

- une onde polarisee rectiligne- 
ment ressort symetrique par rap- 
port a son axe lent de ce type de 
lame. 
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Vecteur de Poynting 



B E 2 eB 2 

n = E A — = — u = u 

Bo Boc c 



n =ea 



B* 

BO 



TT : vecteur de Poynting 
E : champ electrique 
B : champ magnetique 
Po : permeabilite du vide 



Rayonnement dipolaire 




B = 


Po sin 0 / 

47trc ” \ 




E — 


Po sin 0 .. / 


‘-D- 




47tr ^ V 



Puissance rayonnee 



B : champ magnetique 

E : champ electrique 

p : moment dipolaire 

p 0 : permeabilite du vide 

c : vitesse de la lumiere dans le 

vide 



regime sinusoidal 



<v >= w>! 

12ttc 

P = Po cos(cn 0 f + cp) 



< V > : puissance moyenne 
rayonnee 

p : moment dipolaire 

c : vitesse de la lumiere dans le 

vide 

Po : permeabilite du vide 
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7.4 Dispersion - Absorption 


Relation de dispersion 


II 

£ 

+ 

IT 


k(w) : vecteur d'onde 

k'(u)) : partie reelle du vecteur 

d'onde 

k"(a>) : partie imaginaire du vecteur 
d'onde 

cu : pulsation de l'onde 


Vitesse de phase 


- Vitesse de groupe 


a) 

v v = y 
dw 


Z’cp : vitesse de phase 
Vg : vitesse de groupe 
cu : pulsation de l'onde 
k' : partie reelle du vecteur d'onde 
Pep est la vitesse de propagation de 
l'amplitude et p g est en general la 
vitesse de propagation de l'ener- 
gie. 


Absorption 


6 F| 


5 : profondeur caracteristique de 
l'absorption 

k" : partie imaginaire du vecteur 
d'onde 


Representation du champ electromagnetique dans les metaux 
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7.5 Ondes electromagnetiques dans les milieux materiels 



Polarisation 


pp = — div P 

3P 

]p ~ dt 


p : moment dipolaire 
P : polarisation 

Pp : charges dues a la polarisation 
jp : vecteur courant de polarisation 


Aimantation 


dm 

M= d7 

j a = rot M 


m : moment magnetique 
M : aimantation 

j a : vecteur courant d'aimantation 


Vecteurs H et D 


H = — - M 
Po 

D = £qE + P 


H : vecteur excitation magnetique 

B : champ magnetique 

D : vecteur D 

E : champ electrique 

M : aimantation 

P : polarisation 

go : permeabilite du vide 

£q : permittivite du vide 
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Milieux lineaires 


P=XeE 


H : vecteur excitation magnetique 


B : champ magnetique 
D : vecteur D 


D = £ r £ 0 E 


M : aimantation 
P : polarisation 


£r = 1 + Xe 


E : champ electrique 
Po : permeabilite du vide 


M = XmH 


p r : permeabilite relative 
£q : permittivite du vide 


B = (itHoH 


£ r : permittivite relative 


Xe : susceptibilite electrique du mi- 
lieu 


M-r = 1+ Xm 


Xm : susceptibilite magnetique du 
milieu 


Equations de Maxwell dans les milieux 


div D = p libre 




dB 


D : vecteur D 


rotE = ~1h 


E : champ electrique 
B : champ magnetique 


div B = 0 


j : vecteur courant vrai 

Plibre : densite de charges libres 


TT • 9D 
rot H = j + — 




Relation de dispersion - Indice 


2 UJ 2 


k : vecteur d'onde 


k 


£ r : permittivite relative 




tu : pulsation de l'onde 


n = 


c : vitesse de la lumiere dans le vide 
n : indice du milieu 


c 


(En utilisant ici, comme dans les cas 


V (D — 

n 


courants, l'approximation : p r ~ 1) 
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Reflexion - Transmission 



t = 



Ml ~ n 2 
«i + n 2 

2«i 

«1 + «2 



R=r 2 = 


fni- n 2 


\ n\ + n 2 


T = t 2 = 


( 2 ni 


V«i +n 2 



R + T= 1 



r : coefficient de reflexion en ampli- 
tude 

t : coefficient de transmission en am- 
plitude 

R : coefficient de reflexion energe- 
tique 

T : coefficient de transmission ener- 
getique 

Hi : indice du milieu de l'onde inci- 
dente 

n 2 : indice du milieu de l'onde 
transmise 

R + T = 1 traduit la conservation 
energetique 



Un changement de milieu donne naissance a : 

- une onde progressive (onde transmise) 

- une onde regressive (onde reflechie) 



Relation de continuite sur la separation de deux dielectriques 



B 2 = Bi 

E 2 1 = Ei t 
£r 2 E 2n = £rlEln 
(loi de Snell-Descartes) 



On indice par 1 les grandeurs du 
milieu de l'onde incidente et par 2 
les grandeurs du milieu de l'onde 
transmise. 

Le champ magnetique, comme la 
composante tangentielle du champ 
electrique, est continue a la surface 
d'un dielectrique. 

Le comportement de la composante 
normale du champ electrique est 
decrite par la loi de Snell-Descartes. 
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hapitre 

Chimie 



1. Atomistique 

1. 1 Spectroscopie 



Spectroscopie 



Lors d'une transition electronique, 
une particule emet un rayonne- 
ment decrit par : 

A E = h-v 

Relation de De Broglie : 




mv 



h : constante de Planck 
~v : frequence du rayonnement 
emis par la particule 
A : longueur d'onde du rayonne- 
ment emis par la particule 
m : masse de la particule 
v : vitesse de la particule 
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La relation de Ritz etablit que : 

y = R H -c ( \ = ) (n,m) € N 2 

\ n A m z ) 

y : frequence de rayonnement 
Rh ■ constante de Rydberg 
n : nombre quantique principal du 
niveau energetique final de la par- 
ticule 

m : nombre quantique principal 
du niveau energetique initial de la 
particule 

c : vitesse de propagation de la lu- 
miere dans le vide 

- n = 1 correspond a la serie de 
Lyman (ultraviolet) - n = 2 corres- 
pond a la serie de Balmer (visible) 

- n = 3 correspond a la serie de 
Paschen (infrarouge) 



E(eV) 



0 

-0,85 

-1,51 

-3,39 



Paschen 



ill 

Balmer 



n = oo 
n = 4 
n = 3 



n = 2 



-13,6 



Lyman 



n = 1 



1.2 Modele ondulatoire 



Principe d’incertitude de Heisenberg 


h 

Ax ■ Ap x > — 

Z7t 


Ax : incertitude sur la position 
A p x : incertitude sur la quantite de 
mouvement selon l'axe des x 
m : masse de l'atome 



En mecanique quantique, on ne peut pas connaitre precisement a la 
fois la position et la vitesse. 



Equation de Schrodinger en regime stationnaire 



^(r) : fonction d'onde 
r : vecteur position 
E : energie totale de l'electron 
H : operateur hamiltonien appli- 
que a W 

|LP 2 1 dT represente la probabilite 
de presence de l'electron dans 
un volume dr autour d'un point 

M( r). 



H'¥ = EV 



III 

J J Je i 



dT = 1 



espace 





© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



1. Atomistique 



143 



Energie de I’atome d’hydrogene 


P -13,6 

L n — 9 

n L 


L' energie de l'atome d'hydrogene 
est quantifiee (n nombre quan- 
tique principal). 


z 2 

E n = — 13, 6^- 
n A 


Decrit l'energie de l'atome hydro- 
genolde (qui ne comporte qu'un 
seul electron). 


Nombres quantiques 




Decrit le niveau energetique de 
l'atome : 


Principal : n 6 N* 


z 2 

E n = -13,6^- 
n A 




Quantifie le module du moment 
cinetique L de l'atome : 


Secondaire : 0 < l ^ n — 1 
l e N 


jffj = Ji(i + i)h 




(h = h/2n, //constante de Planck) 


Magnetique : —l ^ m ^ l 
m € Z 


Quantifie la projection du moment 
cinetique : Lq z = mti 


Spin 


m s = 



1.3 Atome polyelectronique 



Charge nucleaire effective 



Z* : charge nucleaire effective 
Z : numero atomique 
a : constante d'ecran de Slater 



Z * = Z - u; 
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Position de l'electron 


Oi 

s et p 


a J 


meme couche 


0 


0,35 


couche > n 


0 


0 


couche (7 — 1 


0,85 


1 


couches < n — 1 


1 


1 



Energie 



Z* :charge nucleaire effective 
Ej : energie de l'electron 
n : nombre quantique principal 



Energie totale de la molecule 



Diagramme energetique 




Z* 2 

Ei = -13, 6 -V- 

n A 



E = E E i 
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Regies de remplissage des niveaux electroniques 



Principe de stability : on remplit 
les orbitales atomiques par ordre 
d'energie croissante (regie de Kle- 
chkowsky). 

Principe de Pauli : sur une meme 
orbitale atomique, les deux elec- 
trons sont de spin opposes. 
Principe de Hund : lorsque plu- 
sieurs orbitales atomiques sont 
de meme niveau energetique, les 
electrons occupent le maximum 
d'orbitales atomiques. 



Energie d’ionisation 



C'est l'energie de la reaction d'ar- 
rachement d'un electron d'une 
molecule sous forme gazeuse. 


X(g)=X+(g)+c- 


Affinite electronique 


C'est l'energie liberee par la reac- 
tion de capture d'un electron par 
une molecule sous forme gazeuse. 


X(g)+e = X (g) 



Regie de Klechkowsky : 




1.4 Architecture moleculaire 



Regie de I’octet 



Les elements de la deuxieme periode du tableau periodique peuvent 
s'entourer au maximum de huit electrons. 



Charge formelle 



n : charge formelle de l'atome 

n — n i — n e rij : nombre d'electrons de valence dans l'atome isole 
« e : nombre d'electrons de valence dans l'atome lie 



Mesomerie 



C'est l'ensemble des formules mesomeres qui modelise la realite. 



A 



P=S=Q N 



f\± f\- - ± s 

<0=S— 01 - — - 10— s=o> 
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Niveau de representativite des formules mesomeres 



Les formules mesomeres qui verifient la regie de 1' octet, qui sont 
neutres ou dont la charge negative est portee par l'atome le plus elec- 
tronegatif sont plus representatives que les autres. 



VSEPR 



On compte les doublets d'un atome A : AX p E, ; ou : 
p : nombre d'atomes directement lies a A (X) 
q : nombre de doublets libres portes par A (E) 

Ces n — p + q doublets tendent a s'eloigner au maximum les uns des 
autres. (Theorie de Gillepsie) 



n = 2 : molecule lineaire 

o 



o 



n = 3 : molecule trigonale 





n = 5 : molecule bipyramidale a 
base triangulaire 
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n = 6 : molecule octaedrique 




1.5 Orbitales moleculaires 



Combinaison lineaire des orbitales atomiques 


La combinaison lineaire de deux 
orbitales atomiques de meme 
energie donne naissance a deux 
orbitales moleculaires : l'une 

liante et l'autre antiliante 


, • . . 


Indice de liaison 


n — n* 
' ~ 2 


n : nombre d'electrons de l'orbitale 
moleculaire liante 
n* : nombre d'electrons de l'orbi- 
tale moleculaire antiliante 


Diagramme des orbitales moleculaires 


Diagramme moleculaire des mole- 
cules A 2 de la deuxieme ligne du 
tableau periodique a partir de O 2 
inclus. Pour les autres molecules, 
n x et 7t y sont plus stables que cr p 


,y ' 7t x * It,* ' 

"'v. 2 P 

\ n x n, 

' 'it z 

. . _ OM antiliante 

OA 2 : - ! , . * ' : OA, 

' ‘ * ’ OM liante 
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2. Cinetique 



Avancement de la reaction 


•V/ 


f, : avancement de la reaction 

V; : nombre stcechiometrique alge- 

brique (v,- > 0 pour un produit et 

v, < 0 pour un reactif) 

n,- : quantite de matiere echangee 


Quantite de matiere en cours de reaction 


m = n i0 I v,£, 


«,• : quantite de matiere a la date t 
n,o : quantite de matiere initiate 
v, : nombre stoechimetrique alge- 
brique 

£, : avancement 


Vitesse de reaction 


1 dq 1 df, 

"V; d t V d t 


r : vitesse de la reaction 

V; : nombre stcechiometrique alge- 

brique 

c; : concentration 
£, : avancement 
V : volume du reacteur 


Ordre d’une reaction 


ViAi + -V2-A-2 — > +^2^2 

[A 2 p 


k : constante de vitesse de la reac- 
tion 

[A,] : concentration de l'espece A,- 
Pi : ordre partiel en A, 

]T Pi = p : ordre global de la reac- 

i 

tion 
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Degenerescence de I’ordre 



k’ — k[A 2 ]n 2 : constante de vitesse 
» t^i]o alors p = apparente de la reaction 

pi : ordre apparent de la reaction 



Loi de Van’t Hoff 



Lorsque la reaction est un processus elementaire, les ordres partiels se 
confondent avec les coefficients stcechiometriques et l'ordre total a la 
molecularite 



Loi d’Arrhenius 



k : constante de vitesse 
E a : energie d'activation 
R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 



Loi de vitesse d’une reaction d’ordre 1 



c : concentration de l'espece 
Co : concentration initiale 
k : constante de vitesse 

Le temps de demi-reaction est 
independant de Co (a etant le 
nombre stcechiometrique du reac- 
tif limitant). 



AEQS : theoreme de Bodenstein 



Conditions d'application de 1' Ap- 
proximation des Etats Quasi Sta- 
tionnaires : 

- [A] tres faible 

- A espece tres reactive (interme- 
diate reactionnel) 



Longueur de chatne 



vitesse de disparition reactif 
vitesse d'initiation 





dlnfc E a 
dT “ RT2 



Si [A 2 ]o 
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3. Cristallographie 

3. 1 Generalises 



Definitions 



Reseau disposition spatiale des 
noeuds 

Compacite Rapport entre le vo- 
lume de la maille et le volume reel- 
lement occupe par les entites de la 
maille. 

Une maille est entierement decrite 
par son reseau et son motif. 



Motif : description des entites qui 
occupent ces noeuds 



Coordinence nombre d'entites en 
contact avec une autre entite. 



3.2 Mailles et sites dans les cristaux metalliques 



Maille hexagonale compacte 



Coordinence : 12 
Compacite : 0, 74 
2 atomes par maille 






f 

6^ o 



Maille cubique a faces centrees 



Coordinence : 12 
Compacite : 0, 74 
4 atomes par maille 







© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



3. Cristallographie 



151 



Maille cubique centree 



Coordinence : 8 
Compacite : 0, 68 
2 atomes par maille 






O 



ca— 



Sites octaedriques 



Dimension : vq = (Vl — 1 )r 

- Au centre et au milieu de chaque 
arrete du la maille cubique face cen- 
tree (4 sites par maille) 

- A ■- et — dans la maille hexaeo- 

4 4 ° 

nale compacte (2 sites par maille) 




Sites tetraedriques 



Dimension : r T — (v ~ 

- Au centre de huit petits cubes 
d'arrete ^ dans la maille cubique 

face centree (8 sites par maille) 
v c 7c 

- A - et — sur chaque cote vertical 

8 8 

dans l'hexagonale compacte (4 sites 
par maille) 
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3.3 Cristaux ioniques 



Chlorure de cesium (CsCI) 



Les ions Cl forment un reseau cu- 
bique (1 atome par maille) 

Les ions Cs + sont aux centres de ces 
cubes (1 atome par maille) 
Coordination : [8-8] 

Structure adoptee si : 

s/3-1 < — < 1 
r_ 



Chlorure de sodium (NaCI) 



Les ions Cl forment un reseau cu- 
bique faces centrees (4 atomes par 
maille) 

Les ions Na + occupent les sites oc- 
taedriques de ce reseau (4 atomes 
par maille) 

Coordination : [6-6] 

Structure adoptee si : 

\/l — 1 ^ — < V?> — 1 

r_ 



Blende (ZnS) 



Les ions Zn 2+ forment un reseau 
cubique faces centrees (4 atomes par 
maille) 

Les ions S 2 ~ occupent un site tetra- 
edrique sur deux dans le reseau pre- 
cedent (4 atomes par maille) 
Coordination : [4-4] 

Structure adoptee si : 

0 ^ ^ < Vl - 1 

r_ 








ci 



Cs* 



o 
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4. Thermodynamique 

La thermodynamique a deja ete abordee au cours du chapitre de physique. 
II est conseille de se reporter a cette section, les notions prealablement trai- 
tees n'etant pas a nouveau abordees id. 

4. 1 Fonctions d’etat 



Definition 


V ° n i ) T, V ,nj^m 


X : fonction d'etat extensive 
X; : grandeur molaire partielle re- 
lative au compose A, 
n.j : quantite de matiere du consti- 
tuant A,- 


Relation de Gibbs-Duhem 


Y. n i dX/ j r p — o 

i 


nj : quantite de matiere du consti- 
tuant A,- 

dX; j- p : grandeur standard de re- 
action concernant le constituant A, 
a T et p constantes 


Grandeurs de reaction associees aux fonctions d’etat 


A-X = I.X, = (g) rp 


A r X : grandeur de reaction 

V,- : nombre stcechiometrique rela- 

tif au compose A, 

X, : grandeur molaire partielle re- 
lative au corps A; 


Relation de Gibbs-Helmoltz 


a / A r G\ A r H 

df t ~ ) ~ 


A r G : enthalpie libre de reaction 
A r H : enthalpie de reaction 
T : temperature 







154 



[3] Chimie 



4.2 Potentiel chimique 



Definition 




p; : potentiel chimique du com- 
pose A; 

U, H,F,G : energie interne, enthal- 
pie, energie libre, enthalpie libre 
T,p,V : temperature, pression, vo- 
lume 

rij : quantite de matiere du com- 
pose A; 



Condition d’equilibre physique 



M-tpi — bcp2 



Le potentiel chimique du corps pur 
dans les deux phases est le meme. 
p<p ; : potentiel chimique du corps 
pur dans la phase i 



Evolution vers un etat d’equilibre 



S'il n'est pas a l'equilibre, le corps pur passe irreversiblement de la 
phase de plus haut potentiel chimique vers la phase de plus bas po- 
tentiel chimique et ce, jusqu'a l'obtention de l'egalite precedente. 



Potentiel d’un gaz 



h(g) = h° (g) +RTln 



Pi_ 

„0 



: potentiel chimique du gaz 

A; 

: potentiel chimique standard 

du gaz A i (a la pression p°) 

R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 

Pi : pression partielle du gaz A; 
p° : pression standard (1 bar = 10 5 
Pa) 






(c) Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 



4. Thermodynamique 



155 



Potentiel d’un solute 


lh'(s) ^i(s) + c o 


R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 

C{ concentration du compose A, 

c° : concentration standard 

(1 mol ■ L _1 ) 



4.3 Grandeurs standards de reaction 



Enthalpie standard de reaction 



A rH° = £>H° 
i 


A t H° : enthalpie standard de reac- 
tion 

•Vj : nombre stoechiometrique du 
compose A, 

Hf : enthalpie standard molaire de 
A; pris dans son etat standard 


Entropie standard de reaction 


Ar S° = I>S? 
i 


A r S° : entropie standard de reac- 
tion 

"v; : nombre stoechiometrique du 
compose A, 

S® : entropie standard molaire de 
A; pris dans son etat standard 


Enthalpie libre standard de reaction 


A r G° = ^,-G, 0 
i 


A r G° : enthalpie libre standard de 
reaction 

Mi : nombre stoechiometrique du 
compose A, 

G? : enthalpie libre standard mo- 
laire de A i pris dans son etat stan- 
dard 
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Relation entre grandeurs de reaction 


A r G° = A r H° - TA r S° 


A r S° : entropie standard de reac- 
tion 

A r H° : enthalpie standard de reac- 
tion 

A r G° : enthalpie libre standard de 

reaction 

T : temperature 


Premiere loi de Kirchhoff 


dArH ° - AC 0 - V-v-C 0 

dp ArL P 

i 


A r H° : enthalpie standard de reac- 
tion 

C° j : capacite thermique mo- 

laire du constituant A; a pression 
constante 

Mi : nombre stcechimetrique du 
compose A; 

T : temperature 


Deuxieme loi de Kirchhoff 


dA r S° _ A r c° _ yiC° p . 
dT T L T 

l 


A r S° : entropie standard de reac- 
tion 

C° j : capacite thermique mo- 

laire du constituant A,- a pression 
constante 

Mi : nombre stcechimetrique du 
compose A; 

T : temperature 


Relations de Gibbs-Helmoltz 


A -S" = - d4 d f 

A r H° = T 2 f T f A f°) 
d T \ T J 


A r S° : entropie standard de reac- 
tion 

A r H° : enthalpie standard de reac- 
tion 

A r G° : enthalpie libre standard de 

reaction 

T : temperature 
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Relation de Hess 



A r H° : enthalpie standard de reac- 
tion 

. rT n v . rT n A r G° : enthalpie libre standard de 

A r H u = > -v.-A f Hy , .. r 

i-j 1 J i reaction 

' AjH° : enthalpie standard de for- 

A r G° =£ -v, A (Gj mation du compose A; (nulle pour 

i 1 les corps purs) 

AfG° : enthalpie libre standard de 
formation du compose A,- 



Cycle de Born-Haber 



C'est un cycle thermodynamique qui permet de calculer avec la loi 
de Hess l'enthalpie de standard de reaction en decomposant les reac- 
tifs en atomes et en recomposant ces memes atomes pour former les 
produits. 



4.4 Equilibres chimiques 



Definition de I’affinite chimique 


A = - £ v,p ; = — A r G 
i 


A : affinite chimique 

A r G° : enthalpie libre standard de 

reaction 

"v; : nombre stoechiometrique du 
compose A; 

p, : potentiel chimique du com- 
pose A, 


Expression de I’affinite 


A = AP — RT In 


A : affinite chimique 

*4° : affinite chimique standard 

ci( : activite du compose A,- 

"v; : nombre stcechimetrique du 

compose A; 

R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 
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Condition d’equilibre 


A = 0 


Dans ce cas : 

A 0 = RT In K° = RTln a 7‘^j 

K° est la constante d'equilibre de 
la reaction 


Sens devolution 


A ■ d£, > 0 


Si A > 0, df, > 0 : il y a evolution 
dans le sens — ^ 

Si A < 0, df, < 0 : il y a evolution 
dans le sens < — 


Constante d’equilibre 


^ 0 CT) = n^^quiHbre 
i 


K°(T) : constante d'equilibre de la 
reaction qui ne depend que de la 
temperature 

U{ equiiibre : coefficient d'activite du 
compose A, a l'equilibre 
V; : nombre stoechiometrique du 
compose A,- 


Temperature d’inversion 


A r G°(Ti) = 0 
K°(Ti) = 1 


A cette temperature, la reaction 

preponderate passe du sens — ^ 
2 

au sens < — 


Effet de la temperature : loi de Van’t Hoff 


dlnR 0 A r H° 
dT “ RT 2 


K° : constante d'equilibre de la re- 
action 

A t H° : enthalpie standard de la re- 
action 

R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 



Une augmentation de la temperature deplace la reaction dans le sens 
endothermique. 
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Effet de la pression : loi de Le Chatelier 



Une augmentation de la pression deplace l'equilibre dans le sens de 
diminution de la quantite de matiere de gaz (Av gaz < 0). 



Introduction d’un constituant actif 



dA = RT ^ Av gaz - ^ ^ 


dA : variation de l'affinite 

v; : nombre stcechimetrique du 

compose A, 

Xj : titre molaire du compose A; 
n : quantite de matiere totale 
d nj : variation de quantite de ma- 
tiere du compose A, 


Ajout d’un constituant inactif 


dti 

dA = RTA'Vgaz — 
6 n 


d*4 : variation de l'affinite 
n : quantite de matiere 
dn : variation de quantite de ma- 
tiere du constituant introduit 


Variance - Regie des phases de Gibbs 


v = c + 2 — cp 
c = n — k — r 


v : variance 

c : nombre de constituants inde- 
pendants 

cp : nombre de phases 

n : nombre de constituants 

k : nombre de relations entre les 

constituants 

r : relation particulieres (imposees 
par le manipulateur) 
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4.5 Equilibres liquide-vapeur 



Loi de Raoult 



Pi : pression partielle du compose 

l A' 

Pi = p* x\ p* : pression saturante du com- 

pose A j 

xj : titre molaire de A, liquide 



Loi de Henry 



Pi = kx\ 



Solution ideale : definition 



Pi : pression partielle du compose 

A; 

k ^ p* : constante de Henry 
x] : titre molaire de A, liquide 



Une solution est dite ideale si toutes les interactions entre les especes 
qui la composent sont identiques : interactions Ai-Aj,A 2-A2 et A1-A2 



Diagramme binaire d’une solution ideale 




Equations des courbes 



Courbe d'ebullition : 

P = Pl + (P2~Pl) x 2 



Courbe de rosee : 



P = 



P 1 P 2 



Pi ( Pi P l) x 2 
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Diagrammes isothermes 



p 


liquide 




p 


liquide 






y 


P' 
















/// 


P 2 * 


p,* 






/&/ 

/jy 










p,* 


vapeur 






vapeur 












Fuseau simple 






Azeotrope positif 


X-2 


p 












p* 


liquide 

Vx\ 














* 


L' azeotrope est la manifestation de 






P 2 


l'ecart de la solution par rapport a 








la solution ideale. 






vapeur 














X* 










Azeotrope negatif 










Diagrammes isobares 


7 


vapeur 




7 






7, 




t 2 


7, 


vapeur 

\X\ 


t 2 




liquide 






liquide 








y 




Azeotrope positif 


-y 




Fuseau simple 
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A pression constante, un 
azeotrope bout a temperature 
constante et donne une vapeur de 
meme composition. 



Azeotrope negatif 



Analyse thermique 







T 


--rw 


r 2 


t 2 

t n 


■M 




T u 




X* 











T 




N 














/ / 




t 2 


t n 


// 










M 
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Theoreme des moments 



liquide 






S 




S °%6 


L 




S sp 




t 2 


solide 







n l ML + n v MV = 0 

m 1 : quantite de matiere de liquide 
n v : quantite de matiere de vapeur 
ML : distance algebrique de M a la 
cour be d'ebullition 
MV : distance algebrique de M a 
la courbe de rosee 






4.6 Reactions d’oxydoreduction 



Couple redox 


a ox + n e 


reduction 

^ |3 red 

oxydation 


Nombre d’oxydation - Definition 


C'est le nombre d'electrons « perdus » par rapport a l'atome neutre. 


Nombre d’oxydations - 1 


Regies de determination 


- atome isole neutre : n.o. : 0 ; 

- ion simple : le nombre d'oxyda- 
tions est la charge de l'ion ; 

- molecule ou ion complexe : 

- entre deux atomes du meme 
element, on attribue a chacun l'un 
des electrons du doublet de liai- 
son; 

- entre deux atomes differents, 
on attribue les electrons de liaison 
au plus electronegatif. 


Dans tous les cas : £ n.o. — q avec 
q la charge de l'edifice atomique. 


Oxydant - 


Reducteur 


Un oxydant est une espece dont 
le nombre d'oxydation peut dimi- 
nuer. 


Un reducteur est une espece dont 
le nombre d'oxydation peut aug- 
menter. 
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Equilibrage d’une equation redox 



Pour equilibrer une equation on procede en : 

1. determinant le nombre d'electrons echanges avec le nombre d'oxy- 
dations ; 

2. effectuant un bilan des charges et en assurant l'electroneutralite avec 
H + et l'equilibre en atomes d'oxygene avec H 2 O ; 

3. effectuant un bilan de matiere. 



Electrode a hydrogene 



C'est l'electrode de reference 
pour les mesures de poten- 
tiels redox (a toute temperature 
£°(H+/H 2 ) = 0,000 V). Cette 
electrode est fictive. 




Formule de Nernst 



a ox : activite de l'oxydant 
fl ret i : activite du reducteur 
Avec : 

- a = 1 pour tout solide ou un li- 
quide pur dans la phase 

- a = -g pour un solute 

V ' 

„„ „ — u := — la pression partielle pour 

E = E o + RI ln «SL p° 

nT a P un gaz (dans le cas des solutions 

red diluees) 

E : potentiel de l'electrode 

E° : potentiel standard du couple 
redox 

n : nombre d'electrons echanges 
T = A f ■ e : nombre de Faraday 
R : constante des gaz parfaits 
T : temperature 
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Formule de Nernst : forme usuelle 


red 


RT 

A25°C, = 0, 06 

.Fin 10 


Reactions aux electrodes d’une pile 


La reduction se produit a la ca- 


On symbolise une pile par : 


thode 


oxi, redi / / 0 x 2 , red 2 


L'oxydation se produit a l'anode 


pole negatif pole positif 


Force electromotrice d une pile 



E : force electromotrice (fern) de la 
pile 



e = e 2 -e 1 


Ei : potentiel du couple consti- 
tuant l'anode 

E 2 : potentiel du couple consti- 
tuant la cathode 


5. Materiaux metalliques 

5. 1 Diagrammes d’Ellingham 




Principe 


On etudie la formation des oxydes 
ramenee a une meme quantite 
de dioxygene, reaction qui s'ecrit 
sous la forme generale : 

1 

a red + -O 2 ^ |3 ox 


On trace la courbe : 

A r G° = A r H° — TA r S° 


Approximation d’Ellingham 


Pour construire ces diagrammes, on considere que A r G°, A t H° et A r S° 
sont independants de la temperature. Cette approximation est appelee 
approximation d'Ellingham. 
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[3] Chimie 




Affinite du systeme 



A : affinite chimique 
p : pression du reacteur 

1 ^ j P Pe '■ pression d'equilibre a une tem- 

2 p e perature dortnee 

T : temperature 
R : constante des gaz parfaits 



Corrosion d’un metal 



Un metal est oxyde par un oxyde dont la droite d'Ellingham se situe 
au-dessus de sa propre droite. 

5.2 Diagrammes potentiel-pH 



Conventions 



Convention 1 : sur le domaine frontiere les concentrations des deux 
especes sont egales a une concentration arbitrairement choisie 
Convention 2 : on fixe la concentration totale en un element donne. Sur 
le domaine frontiere, les concentrations sont reparties equitablement. 



Construction du diagramme potentiel-pH 



1. On determine le degre d'oxydation des especes mises enjeu. 

2. On calcule le pH frontiere pour les especes de meme degre d'oxy- 
dation. 

3. On calcule avec la formule de Nernst l'equation des droites separant 
les domaines des especes de degre d'oxydation distincts. 

Les droites verticales marquent des reactions acido-basiques. 

Les droites horizontales marquent des reactions redox. 
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Definition du pH 


pH lo~f [H3 ° + n 


La relation ci-contre n'est valable 
qu'en milieux dilues. 

[H 3 0 + ] : concentration en ions 
H 3 0 + dans le milieu 
c° : concentration standard 

(1 mol ■ L _1 ) 


pH 108 1, c o ) 


Produit ionique de I’eau 


[H 3 0+]-[0H-] 14 

Kl ' (c 0 ) 2 1 

pK e = — log K e = 14 


K e : produit ionique de l'eau 

[H 3 0 + ] : concentration en ions 

H 3 O dans le milieu 

[OH - ] : concentration en ions 

OH - dans le milieu 

c° : concentration standard 


Constante d’acidite d’un couple acidobasique 


HA + H 2 0 ^ A“ + H 3 0+ 

[H 3 O+] • [A-] 
[HA] • c° 

pK a = - log K a 


K a : constante d'acidite du couple 
acidobasique (ne depend que de la 
temperature). 

[H 3 0 + ] : concentration en ions 

H 3 0 + dans le milieu 

[HA] : concentration de l'espece 

acide dans le milieu 

[A - ] : concentration de l'espece 

basique dans le milieu 

c° : concentration standard 
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Principaux diagrammes potentiels - pH 




Diagramme potentiel - pH de I’eau 



Le couple H 2 / H 2 O est represente par une droite de pente —0, 06 et 
d'ordonnee a l'origine 0, 00 V. 

Le couple H 2 O / OH~ est represente par une droite de pente —0, 06 
et d'ordonnee a l'origine 1, 23 V. 



5.3 Courbes intensite-potentiel 



Tension minimale a appliquer 


^ 2F 


U : tension appliquee 
A r G : enthalpie libre de la reaction 
F : nombre de Faraday 
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Intensite du courant - Vitesse de reaction 



i : intensite du courant 
n : nombre d'electrons echanges 
au cours de la reaction 
F : nombre de Faraday 
£, : avancement de la reaction 
V : volume de solution electrolyte 
La vitesse de reaction et l'inten- 
site sont proportionnelles. 



Montage experimental 




c d£, 

i = nF — 
df 

_ 1 dt 
V V d t 



Systeme lent - Systeme rapide 



Systeme lent (existence de surten- 
Systeme rapide sions et tic respectivement ano- 

diques et cathodiques) 
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Courant limite de diffusion 



/ 

lim 




Le phenomene de diffusion limite 
la vitesse de deplacement des elec- 




V 


trons ; il existe done un courant li- 
mite. 


Tension a appliquer 


LI = E 


a -£c +riA-nc+ n ' 


U : tension a appliquer 

E a : potentiel du couple de 

l'anode 

Eq : potentiel du couple de la ca- 
thode 

Ha : surtension anodique 
He : surtension cathodique 
r : resistance interne de l'electro- 
lyte 

i : intensity du courant 


thermodynamique cinetique 



5.4 Corrosion 



Reaction de corrosion 



M + ox — > M n+ + red 



M : metal qui va etre corrode 
ox : un meilleur oxydant que le 
metal 

M' ,+ : cation associe au metal dans 
un couple redox 

red : reducteur associe a l'oxydant 
ox 



Corrosion avec des electrodes differentes 



Quand les electrodes sont differentes, c'est le metal qui a le plus petit 
potentiel redox qui se corrode. 
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Corrosion avec des electrodes identiques 



Dans le cas d'une pile de concen- 
tration, c'est le metal qui plonge 
dans la solution la plus diluee qui 
se corrode. 



C'est le metal qui plonge dans la 
solution la moins aeree qui se cor- 
rode. 



Domaines de corrosion, d’immunite et de passivation 



- On appelle domaine de corrosion le(s) domaine(s) d'un diagramme 
E-pH ou le metal se retrouve sous forme d'ions. 

- On appelle domaine d'immunite le domaine d'un diagramme E-pH 
ou le metal est stable (il n'est pas corrode). 

- On appelle domaine de passivation le domaine d'un diagramme E- 
pH ou le metal se retrouve sous forme de precipite qui est susceptible 
de former une couche protectrice a la surface du metal. 
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Primitives usuelles 



/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 



Primitive 



df . 

— = In |f| + k 

cosf df = sinf + A: 
df 

= tan f + k 



cos 2 f 
d f 



= In 



, t n 

tan, 2 + 4 



cos f 

tan f df = — In | cos t\ +k 

ch f df = sh t + k 
d f 

= th t + k 
= 2 Arctan e* + k 



+ k 



ch 2 f 
df 
ch f 



th f df = In ch f + A: 

e mf df = —e mt + k,(m E C*) 
m 



f a df = 



fOC+l 



a + 1 
sin f df = — cos f + k 



-h A, ( oc 6 M — { — 1 } ) 



Intervalle 



’ \ | ^ + fat} ieZ 
’ \ | ^ + far j teZ 
t\{| + fat} ke Z 
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[A] Primitives usuelles 



f — = - cot f + /c m\{kn}kez 

J sin 2 t 



[*-- in 
J sin t 


t 

tan- 


+ k 


R \ {kn} k eZ 


j cot f df = In | sin f | + k 


R \ {kn} k eZ 


j sh f dt = ch t + k 




R 


f df 

J sh 2 t ~ 


coth t + k 


R* 



1 A,,„ 

./ sht 




+ k 


R* 


j " coth f df = 


In 


sht| + k 


R 


|fl f dt= i ^+/c,( fl eR;-{l}) 

TA „ TIT)* 


R 



Dans la suite on suppose : a el* 



f dt 1 A t , 

/ , w = - Arctan - + k 

J t 2 + a 2 a a 
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Developpements limites 



Principaux developpements limites 



1 — x 



'■ + x 3 H hx" + o(x") 



„ a(a— 1) 7 a(a— 1) ■ ■ ■ (a— n+1) „ . 

(l+x) a = l+otx+ v 2; ; x 2 +- • ■+— 2 ^ Z x"+jjJx") 



n\ 



/- 1 1 2 , , n 1 1 ' 3'5 

l/1+, - 1+ i , -n^- + (- 1 ^ 2 ■ 4 ■ 6 ■ ■ ■ 2 „ 



<2 ” 3 | *“+o(i“) 



1 



1-3 



vT+i = ■ + (-» 

»(«”) 



„ 1 • 3 • 5 • ■ ■ ( 2 n - 1 ) 
2 ■ 4 ■ 6 ■ ■ ■ 2 ;/ 



x" + 



ln(l + X ) = x-^ + ^-^ + ... + (-l)"+ 1 ^+o(x”) 

r 2 „3 r 4 Y n 

ind -*) = -*- T-y-T--"-n +0 (* n ) 

1 n( fl + x)= 1 n fl + ^^ + ^ + - + (- i r 1 ^ +0 (x") 

r 3 r n 

e* = l + x+ — + — + ■■■ + — + o(x") 
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[B] Developpements limites 



r 2 r 4 r 6 r 2 n 

cosx = l- — + — - 6! + "' + ( - l) n (2n)! +0 ( r 



.2/1+1', 



2! 4! 



, X 2 X 4 X 6 

chx = l + — + — + — + • 



■ + 



v 2n 



(2 »)! 



+ o(x : 



,2rc+l\ 



y*2T2 “I - 1 



r 3 r 5 r 7 

s i nx = x-- + --- + ... + (- i r^ TI)I 



+ o(x 2n+2 ) 



X 3 X 5 X 7 

sh x = x+- + - + - + . 



' + 



v 2n+l 



(2h + 1)! 



+ o(x : 



. 2 / 1+2 \ 



17 



tanx = x + y + -x 5 + —x 7 + o(x 7 ) 

thx=x ~i + h x 5 ~^ 5 x7+o{x7) 

TV lx 3 1 ■ 3 ■ 5 ■ ■ ■ (2n — 1) x 2n+1 

Arccos x = — — x — - — — - — - + 

2 2 3 2 • 4 • 6 • • • 2m 2h + 1 

o(x 2n + 2 ) 



1 X 3 

Arcsm x = x + - — + ■ 



1 • 3 • 5 • • • (In — 1) x 2n+1 , 2 , 1+2n 

+ 2-4.6-2„ 2„ + l + °<* + > 



y2?l + l 



+ o(x- 



2n+2\ 



r 3 r 5 r 7 

Arctanx = ,- y + y - y+ ... + (-ir (2w + 1) 

Argch x n'est pas defini au voisinage de 0 et n'admet pas de develop- 
pement limite au voisinage de 1 (tangente verticale). 

1-3-5---(2m-1) x 2 "+! 

1 ' 2 -4- 6- ■ -2m 2m + 1 



Argsh = 


lx 3 1 • 3 x 5 


x 1 

232*45 


o(x 2,H2 ) 


Argth x = 


3 5 

X X 


x+ y + y + -" 



+ • 



y 2w+1 

4 - L o(x 2n+1 ) 

+ (2m + 1) + 1 ’ 
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Formules 

trigonometriques 



1. Angles remarquables 





0 


71 


7T 


7T 


7t 


7T 




6 


4 


3 


2 


sin 


0 


1 

2 


v/2 

2 


2 


1 


0 


cos 


1 


\/3 

2 


s/2. 

2 


1 

2 


0 


-l 


tan 


0 


V3 

3 


1 


V3 




0 
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[C] Formules trigonometriques 



2. Relations trigonometriques 



Relations entre les rapports trigonometriques d’un meme arc 



cos 2 a + sin 2 a = 1 



sm a 

tan a = 

cos a 

1 + tan 2 a = =— 

cos 2 a 



1 

1 + tan 2 a 



cos a 

cot a = 

sma 

, 2 1 
1 + cot 2 a = — 

sin 2 a 



sin 2 a = 



1 

1 + cot 2 a 



Formules d’addition 



cos(a + b) = cos a cos b — sin a sin b 
cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b 
sin(fl + b) ss sin a cos b + cos a sin b 
sin(fl — b) = sin « cos b — cos a sin b 

, , . tan a + tan b 

tan(« + b) = 



tan(fl — b) = 



1 — tana tan b 
tan a — tan b 

1 + tana tan b 



Formules de duplication 



f cos 2 a — sin 2 a 
cos(2a) = < 2 cos 2 a — 1 
[ 1 — 2 sin 2 a 
sin(2a) = 2 sin a cos a 


, . 2 tan a 

tan(2a) = 

v ’ 1 - tan 2 a 


Expression de cos a, sina,tana, en fonction de tana/2 


1 - tan 2 f 
C ° Sfl_ 1 + tan 2 j 
2 tan f 

Smfl_ 1 + tan 2 | 


2 tan § 

tana = =— - 

1 - tan 2 f 



Transformations de produits en sommes 



cos a cos b = - (cos(n — b) + cos(« + b)) 

sin a sin b = ^ (cos (a — b) — cos(a + b) ) 
1 

sin a cos b = - (sin(a + b) + sin(a — b)) 
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sin fo cos a = - (sin(fl + b) — sin(fl — b)) 



2 1+cos(2a) 

cos a = 



.2 1 — cos(2fl) 

sin a = 



Transformation des sommes en produits 



„ p + q v — q 
cos p + cos q = 2 cos cos 

. . p + q . p-q 

cos p — cos q = — 2 sm ' sin „ 

r i 2 2 

„ . P + <7 p-q 

sm p + sm q = 2 sm cos 

. p-q p + i? 

sm p — sm o = 2 sm cos 

r i 2 2 

o £7 

1 + cos 0 — 2 cos - 



1 — cos a = 2 sin 2 



Arcs associes 



cos (—a) = cos a 
cos(7t + a) = — COSfl 
cos(7t — a) = — COSfl 

cos — = sins 

cos = — sina 

tan(7t + a) = tan a 
tan ^ — a j = cot fl 

tan ^ — + fl j = — cot a 



sm(— flj = — smfl 
sin(7t + a) = — sin a 
sin(7t — fl) = sinfl 



sin — = cosfl 

sin + flj = cosfl 

COt(7t + fl) = COtfl 

cot — flj = tanfl 
cot ^ ^ + a) = — tan a 



Fonctions circulaires reciproques 



A A 1 71 

Arctan x + Arctan - = — sgnx 
V(a, b) e R 2 : 

Arctan 

I 71 

Arctan a + Arctan b = < — sgn a 

Arctan 



a + b 
1 — ab 

a + b 
1 — ab 



si ab < 1 
si ab = 1 
+ 7t sgn a si ab > 1 
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[C] Formules trigonometriques 



a A 1 n 

Arctan x + Arctan - = — sgn x 



Trigonometrie hyperbolique 



shx = 

2 

ch (a + b) = ch a ch b + sh a sh b 
ch(c — b) = ch a ch b — sh a sh b 

, , , . th a + th b 

th (a + b) = 5 — 

1 + th a th b 

! ch 2 a + sh 2 a 

2 ch 2 a — 1 

1 + 2 sh 2 a 

ch 2 x — sh 2 x = 1 

, _ 2 th a 

th 2 a = 



chx = 



e + e 



sh(fl + b) = sh a ch b + ch a sh b 
sh(a — b) = sh a ch b — ch a sh b 

, iha + thb 

thffl — b) = — 

1 — th a th b 

sh 2 a = 2 sh a ch a 



1 + th 2 a 



ch p + ch q = 2 cosh ^ ^ ch ^ ^ 



ch p — ch q = 2 sh ^ ^ ^ sh 
sh p + sh q = 2 sh ^ ^ ch 

sh p — sh q = 2 cosh ^ ^ sh — 



2 

p-q 

2 

p-q 
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D 



Operateurs vectoriels 



Cette annexe sert essentiellement en physique mais elle peut trouver son 
utilite en chimie (par exemple rHamiltonien comporte un laplacien) ou en 
maths (notamment dans le cadre du chapitre des fonctions de plusieurs va- 
riables). 



1. Notations 



Operateur Nabla 




Champs utilises par la suite 



Dans la suite, on considere un champ vectoriel : 



/ A x (x,y,z) \ i 
A(M)= A y {x,y,z) j 
\ A z (x,y,z) ) k 
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[D] Operateurs vectoriels 



On considerera egalement un champs vectoriel B et le champs scalaire 
V(x,y,z) 

2. Gradient 



Coordonnees cartesiennes 



gradV = W = 



/ dV \ 

* ' y ’ Z) 

dV. ^ 

37 ( X ' y ' z) 
dV 

\ -Yz ix ' y ' z) ) 



Coordonnees cylindriques 



grady = W = 



/ av \ 

dr 

i ay 
7 ae 
ay 
\ a z / 



U r 



U0 



Coordonnees spheriques 



ay \ 
a7 ' u 

i ay 
7 ae 
i ay 

' rsin0 3tp ' 



grady = 



u 0 
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4. Rotationnel 
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3. Divergence 



Coordonnees cartesiennes 



dA y dA z 

div A = — h = V.A 

dx dy dz 



Coordonnees cylindriques 



1 3 . . 1 3Aq dA z 

divA= -- (r-A r ) + -—± + —A 
r dr r dQ dz 



Coordonnees spheriques 



. 1 3 , o . N 1 3 . . \ 1 3A(p 

dlvA= ^( r • A ’-) + 77^^( sm0A e) + ^ 



rsin0 3cp 



4. Rotationnel 



rot A = V A A 



Coordonnees cartesiennes 



( 3 \ 




( dA z dAy \ 


dx 




dy dz 


d 


A A* ^ 


dA x dA z 


dy 


A l A z) ~ 


dz dx 


d 




dAy dA x 


V dz ) 




\ dx dy J 
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[D] Operateurs vectoriels 



Coordonnees cylindriques 



rot A = 



/ 1 3A Z _ 3Ag 

r 30 3z 
3 A r 3 A x 
3z 3 r 

13 , . , 13 A 

r 3 r 



^{r.A e )--— j 



Coordonnees spheriques 



/ 1 

rsin0 



rot A = 



Sin0) - 



3Ag 

3cp 



_ a_, 

r \^sin0 3c p 3r^ ^ 



1 / 3 , 3A r 

7 S> 



5. Laplacien 



Coordonnees cartesiennes 



Laplacien scalaire : 



d 2 V d 2 V d 2 V 



Ay = Vy =37T + 3L2 + 3IF = div (§ rady ) 



Laplacien vectoriel : 



AA = V-A = 



dx 2 3 y 2 3z 2 



/ . 3 2 A x d 2 A x 3 2 A x \ 

AAx = ^ + ^f + ^~ 
d 2 A u + 3 2 Ak 3 2 A„ 



AAy “ 3 x 2 



3 t 



3 z 2 



3 2 A Z 3 2 A z 3 2 A 
AA Z = + — — L + 



3 x 2 



3 y 2 



3z 2 / 
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6. Relations entre les operateurs 
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Le Laplacien scalaire est : 



A V= -i(rV) + 



d 2 V 



r dr 2 r 2 sin 2 0 dcp 2 



+ r 2 sin 2 0 30 l Sm 9 30 



dV 



6. Relations entre les operateurs 



Operateur A grad 



(B.grad) A 



(B.V) A x 
(B.V)Ay 
(B.V) A z 



By 



3A X 

dx 

dAy 

dx 

dA z 

'Ox 



dAx 
dy 

dAy 

Jy ay 

dA z 



+ By 



+ By 



+ B : 



+ B : 



+ B : 



dA x 

dz 

dAy 

dz 
d A z 
dz 



En coordonnees cylindriques et spheriques l'expression n'est plus li- 
sible. 
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[D] Operateurs vectoriels 




7. Theoremes geometriques 



Me(s) 



Theoreme d’Ostrogradski 



A(M)n ex t dS = J jj ^ ^ div A (M) dV 



Theoreme de Stokes 



{ A(M).dM = [[ rot A.n(P) dS 

JMe(C) JJMe(S) 



Me(S) 



Theoreme du gradient 



JJMe(s) 



U(M)„« t dS,/// Mem srad^(M)dV 



Autre formulation (avec les notations adoptees pour le theoreme de 
Stokes) : 



I (I(M).dM = [[ n(M) A gradtl(M) dS 

/m€(C) JJMe(S) 



Me(S) 
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Annexe 




Unites et constantes 
fondamentales 



1. Unites du Systeme International 

On distingue trois types d'unites dans le Systeme International : les unites 
de base, les unites supplementaires (ces deux premieres categories etant di- 
mensionnellement independante) et les unites supplementaires et derivees 
qui peuvent s'exprimer en fonction des premieres. 

1. 1 Unites principales du systeme international 



1 Grandeur physique 


Unite 


Symbole 1 


Longueur 


metre 


m 


Masse 


kilogramme 


k g 


Temps 


seconde 


s 


Courant electrique 


ampere 


A 


Temperature 


kelvin 


K 


Quantite de matiere 


mole 


mol 


Intensite lumineuse 


candela 


cd 
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[E] Unites et constantes fondamentales 



1.2 Unites secondaires du systeme international 



l'-'.,. Grandeur physique 


Unite 


Symbole 1 


Angle 




radian 


rad 


Angle solide 


steradian 


sr 


1.3 Unites courantes du systeme international 


1 Grandeur physique 




Unite 


Symbole i 


Frequence 




hertz 


Hz s _1 


Force 




newton 


N <-> kg ■ m ■ s~ 2 


Energie 




joule 


J <-> m ■ N 


Puissance 




watt 


J-s^ 1 


Pression 




pascal 


Pa N ■ m~ 2 


Charge electrique 




coulomb 


C <-> A ■ s 


Difference de potentiel electrique 


volt 


V «-> A -1 • m ■ N ■ s _1 


Resistance electrique 




ohm 


O <-> A -1 ■ m ■ N ■ s~ 2 


Conductance electrique 




siemens 


S <-> A 2 • N • s 


Capacite electrique 




farad 


F <-» A 2 ■ m~ 3 ■ N -1 • s 2 


Champ magnetique 




tesla 


T <-► A -1 • m _1 • N 


Inductance 




henry 


H <-*■ A- 2 ■ m ■ N 


Flux magnetique 




weber 


Wb A- 1 • m ■ N 


Flux lumineux 




lumen 


lm cd • sr 


Illumination 




lux 


lx <-> cd ■ m~ 2 • sr 


1.4 Multiples decimaux pour les unites 




F acteur Prefixe 


Symbole 


Facteur 


Prefixe Symbole 1 -V 


10 deca- 


da 


to- 1 


deci- d 


10 2 hecto- 


h 


lO^ 2 


centi- c 


10 3 kilo- 


k 


10~ 3 


milli- m 


10 6 mega- 


M 


IQ - 6 


micro- p 


10 9 giga- 


G 


10~ 9 


nano- n 


10 12 tera- 


T 


10- 12 


pico- p 


10 15 peta- 


P 


10- 15 


femto f 


10 18 exa- 


E 


10-18 


atto- a 
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2. Constantes fondamentales 189 



2. Constantes fondamentales 


I Constante 


Valeur j 


Constante de gravitation 


G = 6, 67259 ■ 1CT 11 m 3 ■ kg- 1 • s- 2 


Celerite de la lumiere dans le 
vide 


c = 299792458 m-s- 1 
c « 3 ■ 10 8 m-s 1 


Permeabilite du vide 


Po = 47t ■ 10- 7 H ■ m _1 
p 0 « 1, 25664 •10“ 6 H-m- 1 


Permittivite du vide 


£o ~ 8, 85419 • 10~ 12 F ■ m _1 


Constante de Planck 


ft = 6,6260755- 1CT 34 J-s- 1 
ft = 4, 135669 -10- 15 eV-s 


Constante des gaz parfaits 


R = 8,314 1-r 1 -mor 1 


Nombre d'Avogadro 


AT = 6, 0221367 • 10 23 moF 1 


Constante de Boltzmann 


k = 1, 380658 -10“ 23 J R” 1 


Charge elementaire 


e = l, 602217733 -10- 19 C 


Constante de Faraday 


T = 96485, 309 C ■ mob 1 


Constante de Stefan-Boltzmann 


a = 5, 67051 ■ 10“ 8 W ■ m - 2 ■ K- 4 



3. Ordres de grandeurs 



1 Grandeur 


Valeur 1 


Conductivity du metal 


<t ~ 10 8 Cl 1 ■ m 1 


Tension de seuil pour une diode 


V d « 0, 6 V 


Champ de pesanteur a la surface de la Terre 


g = 9,8m- s~ 2 


Rayon terrestre 


Rj = 6400 km 


Masse de la Terre 


M t « 6 - 10 24 kg 


Altitude d'un satellite geostationnaire 


H « 36 000 km 


Distance Terre-Soleil 


d T _ s w 1,5- 10 11 m 


Distance Terre-Lune 


d T -L ~ 3, 8 ■ 10 8 m 


Masse du soleil 


M s & 2 - 10 3 ° kg 


Coefficient de frottement acier-acier 


p w 0,2 


Raideur d'un ressort 


fc « 100 N ■ m- 1 


Masse du proton 


trip = 1,673- 10- 27 kg 


Masse du neutron 


m n = 1, 675 ■ 10- 27 kg 


Masse de l'electron 


m e = 9, 109 ■ 10~ 31 kg 
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Annexe 



Constantes chimiques 



Potentiels standards redox 

(A 25°C, 1,013 bar, pH=0) 



Couples redox Eg en volts 



MnQ 4 + 4H+ + 3e~ < — > MnQ 2 + 2H 2 Q 1,700 



MnOj + 8H+ + 5e~ < — > Mn 2 + + 4H 2 0 1,490 

Cr 2 0 2 + 14H+ + 6e- < — > 2Cr 3 + + 7H 2 0 1,330 

Mn0 2 + 4H+ + 2e- < — > Mn 2+ + 2H 2 0 1,230 

Br 2 + 2e~ < — > 2Br~ 1,090 

Hg 2 + + 2e- « — > Hg 0,850 

Ag+ + e~ < — » Ag 0,798 

Hg+ + e~ < — > Hg- 0,790 

Fe 3+ + e~ * — > Fe 2+ 0,780 

Mn0 4 + e~ < — » MnO^- 0,560 

I 2 + 2e- < — > 2H 0,540 

Cu 2+ + 2e- < — > Cu 0,340 

Cu 2 + +e~ < — > Cu+ 0,150 

2H+ + 2e- 4 > H 2 0,000 

Fe 3+ + 3e~ < — * Fe —0,040 
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[F] Constantes chimiques 



1 Couples redox 




Eq en volts 1 


Pb 2+ + 2e“ < — > 


Pb 


-0,120 


Sn 2 + + 2e“ < — > 


Sn 


-0,140 


Fe 2+ + 2e~ <■ — » 


Fe 


-0,441 


Zn 2 + + 2e < — > 


Zn 


-0,762 


Mn 2 + + 2e“ < — 


+ Mn 


-1,180 


Al 3 + + 3e~ < — > 


A1 


-1,660 


Na+ + e < — > Na 


-2,715 


Ca 2 + + 2e- < — > 


Ca 


-2,763 


Ba 2 + + 2e“ < — > 


Ba 


-2,900 



K++ fi- 



IC 



-2,924 
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Annexe 




Tableau periodique 



l re colonne : alkalins metalliques 
2 e colonne : alkalino terreux 
Colonnes 3-11 : metaux de transition 
Colonne 17 : halogenes 
Colonnes 18 : gaz rares 




Gaz noble 



Metaux de transition 



Halogene 
Non metaux 





Metaux 



Alkalin metaliques 



Espece rare 
Alkalino terreux 
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[G] Tableau periodique 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 
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10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 
















2 
















He 
















helium 
















4,003 
















9 


10 
















F 


Ne 
















fluor 


n£on 
















19,00 


20,18 








13 








17 


18 








A1 








Cl 


Ar 








aluminium 








chlore 


argon 








26,98 








35,45 


39,95 


28 


29 


30 


31 


32 






35 


36 


Ni 


Cu 


Zn 


Ga 


Ge 






Br 


Kr 


nickel 


cuivre 


zinc 


gallium 


germanium 






brome 


krypton 


58,69 


63,55 


65,39 


69,72 


72,59 






79,90 


83,80 


46 


47 


48 


49 


50 


51 




53 


54 


Pd 


A g 


Cd 


In 


Sn 


Sb 




I 


Xe 


palladium 


argent 


cadmium 


indium 


6tain 


antimoine 




iode 


xenon 


106,4 


107,9 


112,4 


114,8 


118,7 


121,8 




126,9 


131,3 


78 


79 


80 


81 


82 


83 


84 


85 


86 


Pt 


Au 


Hg 


Ti 


Pb 


Bi 


Po 


At 


Rn 


platine 


or 


mercure 


thallium 


plomb 


bismuth 


polonium 


astate 


radon 


195,1 


197,0 


200,6 


204,4 


207,2 


209,0 


210,0 


210,0 


222,0 



63 

Eu 

europium 

152,0 


64 

Gd 

gadolinium 

157,3 


65 

Tb 

terbium 

158,9 


66 

Dy 

dysprosium 

162,5 


67 

Ho 

holmium 

164,9 


68 

Er 

erbium 

167,3 


69 

Tm 

thulium 

168,9 


70 

Yb 

ytterbium 

173,0 


71 

Lu 

lut£tium 

175,0 


95 


96 


97 


98 


99 


100 


101 


102 


103 


Am 


Cm 


Bk 


Cf 


Es 


Fm 


Md 


No 


Lr 


americium 


curium 


berkelium 


californium 


einstenium 


fermium 


mendelevium 


nob61ium 


lawrencium 


243,1 


247,1 


247,1 


252,1 


252,1 


257,1 


256,1 


259,1 


260,1 
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Index 



Abel (lemme d'-), 51 
absorption, 137 
accroissements finis 

(theoreme des), 39 
activite, 164 
adherence, 29 

adiabatique (transformation-), 81 
adjoint (d'un 

endormorphisme), 24 
affinite, 145 
Alembert 

equation d'-, 132 
regie de d'-, 49 
theoreme de d'-, 10 
algebre, 5 

Ampere (theoreme d'-), 121 
amplificateur operationnel, 73 
angles remarquables, 177 
anneau, 3 
application 

composition, 11 
injective, 11 
lipschitizienne, 37 
surjective, 11 

application lineaire, 12-17 
image, 15, 16 
noyau, 15, 16 
rang, 15 

application lineaire 



spectre, 26 

approximation des etats quasi 

stationnaires (AEQS), 149 
arrangement, 5 
Arrhenius (loi d'-), 149 
asymptote, 61 
asymtote, 63 
auto-induction, 126 
automorphisme, 15 
automorphismes 

orthogonaux, 25 
avancement d'une reaction, 148 

base, 13 

changement de -, 19 
duale, 14 
Bertrand 

serie de -, 48 
Bessel (inegalite de -), 23 
Bezout 

egalite de, 9 

Bezout (theoreme de -), 7 
binome (de Newton), 6 
Binet (formules de -), 100 
Biot et Savart (loi de -), 121 
Bolzano- Weiertrass 

(theoreme de -), 35 

boule 

fermee, 28 
ouverte, 28 
branche infinie, 61 
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INDEX 



branche parabolique, 61 

capacites thermiques, 78 
Cauchy 

critere de -, 49 
produit de - 50 
regie de 49 
suite de 30 

Cauchy-Lipschitz (theoreme 
de -), 45 

Cauchy-Schwarz (inegalite de -), 
22 

Cayley-Hamilton (theoreme de - 
), 27 

centre d'intertie (theoreme 
du -), 91 
chaleur latente, 83 
champ 

gravitationnel, 119 
magnetostatique, 121 
champ 

electrostatique, 118 
changement de referentiel, 90 
Chasles (relation de -), 43 
cinetique chimique, 148 
Clapeyron (relation de -), 83 
classe (d'une fonction), 39 
classe d'equivalence, 2 
codimension, 14 
coefficients 

thermoelastiques, 77 
combinaison, 6 
compacte (partie), 29 
complete (partie -), 30 
complexe (nombre -), 32-33 
composition 

des accelerations, 90 
des vitesses, 90 
conduction de la chaleur, 85 
coniques, 68 

conjugue (d'un nombre complexe), 
32 

connexite par arcs, 30 
constante 

d'ecran, 143 
d'acidite, 167 



de vitesse (d'une reaction), 148 
continuite, 36 
continuite uniforme, 37 
convection, 85 
convegence 

simple (serie duplications), 

55 

convergence 

absolue (serie duplications), 
55 

absolue (serie), 50 
normale (serie d'applications), 
55 

normale (serie de Fourier), 57 
semi-convergence (serie), 50 
simple (suite d'applications), 

52 

theoreme de - dominee (suite 
d'applications), 54 
theoreme de - monotone (suite 
d'applications), 54 
uniforme (serie d'applications), 
55 

uniforme (suite d'applications), 
52 

convexite, 40 

convexite (inegalite de -), 40 
coordonnees 

cartesiennes, 88 
cylindriques, 88 
polaires, 62 
spheriques, 89 
Coriolis 

acceleration de -, 90 
force de -, 90 
corps, 4 

Coulomb (lois de -), 105 
couple 

redox, 163 
courbure, 64 

Cramer (systeme de -), 21 

derivee, 38 

partielle, 58 
selon un vecteur, 58 
derivabilite, 39 
determinant, 19 
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developpements limites, 175 
degre (d'un polynome), 8 
Descartes (loi de -), 106 
dielectriques (milieux — ), 138 
diagonalisabilite, 27 
diagramme 

binaires, 160-163 
d'Ellingham, 165 
E-pH, 166 

intensite-potentiel, 168 
diffeomorphisme, 40 
diffraction, 116-118 
diffusion 

equation de 67 
de chaleur, 85 

direction asymptotique, 61, 63 
Dirichlet (theoreme de -), 57 
dispersion, 137 

relation de, 134 
divisibilite 
dans N, 6 
dans K[X],9 
division euclidienne 
d'un polynome, 9 
dans N, 6 

domination (theoreme de -), 42 

electrostatique, 118 
endomorphisme, 15 
adjoint, 24 
energie 

cinetique, 93 
cinetique (du solide), 101 
interne, 77 
mecanique, 93 
magnetique, 127 
potentielle, 94 
enthalpie, 78 
entropie, 80 
equation 

d'onde, 132 
differentielle, 66 
redox, 164 

equation differentielle, 44 

lineaire du premier ordre, 44 



lineaire du second ordre, 45 
equilibre, 94 

stabilite d'un -, 95 
espace 

euclidien, 30 
prehilbertien, 30 
vectoriel, 5, 12-17 
vectoriel norme, 27-31 
extremum local, 59 

factorielle, 5 
famille 

generatrice, 13 
libre, 13 

Faraday (loi de -), 126, 128 
ferme, 28 
filtre, 71-73 
flux 

du champ magnetique, 126 
thermique, 85 
fonction 

de plusieurs variables, 58 
de transfert, 71 
reelle de la variable 
reelle, 35-38 
trigonometrique 
reciproque, 38 

fonctions implicites (theoreme 
des -), 59 

force 

centrale, 99 
d'inertie, 90 
de Lorentz, 98 
forme 

lineaire, 14 
quadratique, 22 
forttements solide, 105 
Fourier 

loi de -, 85 
series de -, 57 
fraction rationnelle, 10-11 
Fresnel 

miroirs de -, 115 
principe d'Huyghens -, 116 

Gauss 

approximation de -, 107 
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INDEX 



theoreme de 7, 119 
gaz parfait, 76 
Gibbs 

regie des phases de 159 
relation de Gibbs-Duhem, 153 
relation de Gibbs-Helmoltz, 
153 

gradient, 58 

Grassman (formule de -), 17 
groupe, 2 

cyclique, 3 
generateurs de 3 
monogene, 3 

Heine (theoreme de -), 37 
Henry (loi de -), 160 
Hess (loi de -), 157 
Hund (principe de -), 145 
hysteresis, 130 

ideal, 4 

identites thermodynamiques, 80 
inegalite de la moyenne, 41 
induction 

de Lorentz, 128 
de Neumann, 126 
inertie (force d'-), 90 
injective, 11 
integrate 

dependant d'un parametre, 
43 

de Riemann, 42 
impropre, 43 
integration, 41M4 
interieur (d'une partie), 29 
interferences, 109-116 
interferometre 

de Fabry-Perot, 115 
de Michelson, 112 
intgreation 

par parties, 41 
isomorphisme, 15 

jauge de Lorentz, 124 



Koenig (theoremes de -), 92, 93, 
103, 104 

Kepler (lois de -), 100 
Klechkowsky (regie de -), 145 

lames a retard, 135 
Laplace (force de -), 122 
Le Chatelier (loi de -), 159 
Leibniz (formule de -), 39 
lemme d'Abel, 51 
lentille mince, 108 
Lenz (loi de -), 126 
limite, 36 

lipschitzienne (application -), 37 
loi 

d'Arrhenius, 149 
d'Ohm, 125 
de Biot et Savart, 121 
de composition, 2 
de Faraday, 126, 128 
de Fourier, 85 
de Hess, 157 
de Le Chatelier, 159 
de Lenz, 126 
de Planck, 86 
de Pouillet, 69 
de Raoult, 160 
de Snell-Descartes, 106, 140 
de Stefan, 87 
de Van't Hoff, 149 
des mailles, 69 
des noeuds, 69 
longueur (d'un arc), 64 

machines 

thermiques, 83 
magnetostatique, 121 
Malus (theoreme de -), 110 
materiaux magnetiques, 129 
ma trice, 17-22 

exponentielle de -, 19 
inverse, 20 
operations, 18 
produit, 18 
Maxwell 

equations de - dans le vide, 
123 
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equations de - dans les 
milieux, 139 

equation de - en ARQS, 129 
Minkowski (inegalite de -), 23 
miroirs 

de Fresnel, 115 
spheriques, 107 
modes propres, 131 
module (d'un nombre complexe), 
32 

Moivre (formule de -), 33 
moment cinetique, 92 

theoreme du 92, 103 
multiplicite (des racines), 10 

Nernst (formule de -), 164 
Newton 

binome de -, 6 
nombre 

d'oxydations, 163 
entier, 5-7 
premier, 7 
quantique, 143 
rationnel, 5-7 
norme 

equivalente, 28 
euclidienne, 22 

Ohm (loi d'-), 125 
onde 

electromagnetique, 134-140 
equation d'-, 132 
lumineuse, 109 
plane progressive, 133 
stationnaire, 133 
orbitale 

atomique, 144 
moleculaire, 147 
orthogonalite, 23 
oscillateurs, 95 
couples, 131 
ouvert, 28 

oxydo-reduction, 163 

paramagnetisme, 129 
Parseval (egalite de -), 57 



Pauli (principe de -), 145 
pgcd dans Z, 7 
pKa, 167 

Planck (loi de -), 86 
point 

biregulier, 59 
regulier, 59 
polarisation 

d'un dielectrique, 138 
de la lumiere, 135 
polynome, 8-11 

caracteristique, 26 
scinde, 10 
potentiel 

electrique, 118 
chimique, 154 
redox, 164 

Pouillet (loi de -), 69 
Poynting (vecteur de -), 124 
Poyting (vecteur de -), 136 
ppcm dans Z, 7 

premier principe (thermodynamique), 
77 

primitives usuelles, 173 
principe fondamental de la 
dynamique, 91 
prisme, 107 
produit scalaire, 22 
projecteur, 16 
puissance 

d'une force, 93, 104 
rayonnee, 136 

puissance electromagnetique, 123 
Pythagore (theoreme de -), 30 

referentiel 

changement de -, 90 
galileen, 91 

reflextion d'une onde, 140 
resultante cinetique (theoreme de 
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